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PARTE PrIMA

SESSE CHE INTERESSANO L’INTERO LAGO

Le ipotesi che generalmente si fanno nelle teorie idrodinamiche
delle sesse possono cosi riassumersi: lunghi bacini (canali) di larghezza
e profondita variabili; componente laterale del movimento orizzontale,
normale alla linea di valle, trascurabile, cio che presuppone il moto
orizzontale verificarsi soltanto parallelamente all’asse x, che, in cor-
rispondenza della linea di valle, sta nel piano orizzontale costituito
dalla superficie libera del lago in quiete. Queste ipotesi si ritengono
praticamente soddisfatte se non si verificano brusche variazioni né
in larghezza e profondita, né lungo la linea di valle:

Si ritiene inoltre' che lo spostamento verticale m delle particelle
d’acqua dipenda soltanto da x e dal tempo t; conseguentemente esso
e uguale per tutte le particelle che si trovano, in un dato istante, in
una sezione verticale S(x) del lago, normale all’asse x.

Per onde lunghe, rispetto alla lunghezza d’onda delle quali la
profondita & del bacino sia piccola, Vaccelerazione verticale si ritiene
trascurabile. Conseguenza di questa ipotesi & che soltanto la pressione
idrostatica risulta dinamicamente efficace; seno quindi da considerare
soltanto le variazioni di pressione derivanti dalle.variazioni di livello.
Naturalmente, anche gli spostamenti orizzontali & sono uguali per
tutte le particelle di una stessa sezione trasversale S(x).

Infine, la supposizione, generalmente realizzata nei bacini natu-
rali, che ritiene i dislivelli n piccoli rispetto alle profondita h, com.

: : ) : G
porta la soppressione del termine ux nell’equazione idrodina-

mica fondamentale di Eulero; per cui 1’equazione del movimento in
un bacino generico assume la forma

2 u
& (1]
ot ox
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L’equazione di continuita esprime che 1’eccedenza dell’acqua en-
trante su quella uscente dallo strato di spessore 0, compreso fra le
sezioni S(x) e S(x+ Ox) genera il dislivello alla superficie dello strato
stesso. L’equazione di continuitd, se b(x) significa la larghezza varia-
bile del bacino, misurata alla superficie libera, diventa

== |, [2]
b(x) ox

La soluzione di queste equazioni conduce ad un problema ai li-
miti di 2. ordine; il quale, notoriamente, ha soluzioni soltanto per
determinati autovalori di un parametro. Nel nostro caso, questi va-
lori sono i periodi delle possibili oscillazioni libere.

G. Chrystal (*) trasforma le equazioni [1] e [2] mediante 'intro-
duzione delle variabili

u = E.S(x) [3]
v— [ b(x) dx. [4]

u rappresenta il volume del liquido che attraversa la sezione S(x)
in forza dello spostamento orizzontale &, mentre v esprime 1’area,
calcolata sulla superficie libera, della superficie limitata da quella se-
zione e dall’estremo x=0.

Si ha
2 2 .
*u iy oL O i du dx i o, :
a? ou® 90 ox dv b(x) ox
Qfu i o Lootouplde Sun L Frle S[S(x)i}
w* ox bx) ox | dv " b(x) 8x | bx) ox i
Dalle (1), (2) consegue :
o i g Sl G
L e e e |

Moltiplicando per S(x) e ponendo
S(x).b(x)=0(v),
dove «x risulta, per la [4], funzione di v, si ottengono le equazioni di

movimento e di continuita sotto la forma

*u 2*u
= gov)

ot* 8v27

: [5]
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Se u & rappresentabile mediante la somma di una serie di sem-
plici funzioni armoniche di t,

u — ii L],(‘U) sin w;(t-ti), W= ﬁ-
i 7
I’equazione di Chrystal assume la forma
d*u 4z
o(v u=0 T
(e 7]

La curva rappresentata dalla funzione o(v) fu detta da Chrystal
curva normale del bacino d’acqua: essa ha per ordinate i valori di

S(x).b(x) e per ascisse i valori di / b(x) dx.

La determinazione delle oscillazioni libere nei laghi & quindi ri-
condotta alla risoluzione di un’equazione differenziale omogenea del
second’ordine, con certe condizioni agli estremi. Chrystal ha risolto
la [7] in molti casi particolari, nei quali la curva normale pud iden-
tificarsi con una curva analitica o tratti raccordati di curve analitiche
(curve paraboliche o biparabolihe, concave o convesse, quartiche,
fratti rettilinei, ece.).

Nel 1915 Proudman (*) risolse il problema — sesse libere, rap-
presentate dalla [7], e sesse forzate — in tutta la sua generalita,
prescindendo dalla forma della curva normale, purché la forma e le
dimensioni della sezione trasversale del lago mutino lentamente. Nel
1924 Matteuzzi (*) dimostrd che il problema puo essere risolto ele-
gantemente e in modo piu rapido della soluzione proposta da Proud-
man, mediante un’equazione integrale di Volterra di seconda specie.
All’atto pratico perd queste soluzioni riescono molto faticose (il me-

todo di Proudman & stato applicato una sola volta: da Doodson e col-
laboratori (') al lago di Ginevra). Data la natura del problema & pre-
feribile ricorrere a soluzioni, forse meno rigorose, ma che riescono
pitt agevoli, pur consentendo risultati attendibili. Fra queste merita
particolare mensione il procedimento proposto da Hidaka (°), che
applica il metodo delle variazioni di Ritz alla determinazione delle
sesse di un lago.

Hidaka considera 1’equazione di Chrystal [7], con le condizioni

ai limiti
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u(0)=u(a)=0, (8]
dove a & l'area superficiale totale del lago. Sara quindi
l<v<a.

La funzione o(v) ha la proprieta di annullarsi agli estremi del

lago, cosi che &
o(0) = o(a) = 0. [9]
Posto

ed espresso ¢ in funzione di z, la [7] si pud scrivere

*u A

u=0, 10
dz* a(z) [10]
con le condizioni ai limiti
u(0)=0, u(1)=0, [11]
e dove
Pt r12]

T2oig

La [10], con le condizioni [11], & soddisfatta solo da certi valori
del parametro A. L’integrazione della [10], soggetta alle condizioni
[11], per un noto teorema del calcolo delle variazioni, & equivalente
alla ricerca del valore stazionario dell’integrale

9
2

T f %(‘Z )_ G(t) -u2$ 2% [13]

Siano W, (), ¥, (2),” Wn(2), m+1 funzioni soddisfacenti alle (11)
Y 0) = ¥ (1) = 0, (i=0,1,2,...m) [14]
e sia u esprimibile con la serie finita
u=A4A Y.+ 4, ¥, +.. + 4,V [15]
Poniamo, nel nostro caso,
Y; () = z (1—2). =, [16]

relazione che soddisfa alle condizioni [11]; avremo allora
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u = 5 de(l—o) 7]

Sostituiamo la [17] nella [13] e determiniamo le m+1 costanti
A,, A,. An in modo che I(u) diventi un minimo, il che richiede
ol al 0 ol

che sia =0, —=0,...., — =0
94, 04, A i
Ora & /
du m i Al :
= -3 [<x+1)z—<z+2) z*+*] 4,
Z o

(_)2 B [“+1>z‘— <i+2>z‘+‘]' % 4 [‘f+1)zi—(j+2>zi+’],

S % [f‘ (i+1) 2" — (i4-2) 2+ i % (j+1)z"—(j+2)zi+1%dz—

1

Bt L el ] A 0, 18
- f o(2) ; =

(j = 0)1)21"" m)
Il primo integrale pud essere agevolmente valutato. Si ha quindi

5 {6+2) G+2) _ 6+2) 4D + G+1) ((+2) i (+1)G+1)

./ —

o | i+j+3 i+j+ 2 i4j+1
a(2) ;
L’integrale
/-‘ Pl—gpzt [20]
o(z) ’

o

va calcolato numericamente.

(*) Inspiegabilmente, Hidaka scrive i primi due termini tra parentisi come
EJ —'(j—f_l_) A (1) La stessa forma erronea viene ripresa da
ji—1 i o |
G. Neumann ().

segue: ;
12
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Hidaka da quindi un procedimento atto a determinare la curva
normale, qualora questa sia esprimibile in forma analitica esplicita.
Poiché nell’applicazione che noi faremo cio non & possibile, trascu-
riamo di accennarvi. .

Dalla (19) consegue il sistema di m+1 equazioni:

1 \ 1 1
Mo et Sty 9 SE T W 7 e
( - m)A., +( - lx) 1+( = ) it
—L—IKA +_2___]}\A +;1__~11A+--~=0
(oo Ease i 15 Sl 10 o

1 ' 1 3
i SO Rt (ol S g U R SRy 4 W Y RSGEERNT |
,(10 21) +(10 “)‘+(35 “)‘+

L’eliminazione di A‘:,, A.. A,.... conduce all’annullamento del de-
terminante dei coefficienti di A,, A,, A,..., il che costituisce 'equa-
zione dei periodi. In questa equazione &

i 9 9
i i)l [21]

a(z)

La soluzione del problema per grossi valori di m diventa assai
ardua. Hidaka da la soluzione per m=1 e m=2.
Per m=1 si ha
u = x(1—3)(4,+4, 2)

e I’equazione dei periodi diviene

1 1
-—3—--—-1’01 —‘6_——.[17\.
= 0,
2
—l — I\ — — I,
6 15 £
cioe, sviluppando,
2 2 1 R b et 1
II—I)\— I,— 1 I, W+ ——=0. [22
Sl (15° o 3-“)+60 (221

- Per forme semplici della curva normale, la [22] & sufficiente per
la sessa uninodale.
Per m=2 ¢
u=z(l-z)(4,+A,z+ A,z°
e ’equazione dei periodi diviene
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__?1’__101 —;—Iix —115—121

-%—Iik 'Tzs-'_ I Tlo——vlg.x 0

Tlo =SFA _% —r 3_35 T

da cui sviluppando:

w0

(101214_101;_11214+2111213_1213)—[3—35 AL — 1)+

1 2 1
i —5(—10134—1,12—}—1113)‘—[— —E IoI4+ —3_ ('—IlI{:_“-

) 2 1 3 53
J ALY 0 e 9 T e I
el "‘)} +( 700 ° 350 T 2100 °
1 1 1
——— L —LA— =2 —0. 23
30 °7 60 ‘) 10500 [23]

Calcolati numericamente gli integrali I,, I,,... I, & facile risol-
vere la [23] rispetto a A. Ai tre.valori A,, Xy, A; che cosi si ot.
tengono corrispondono, mediante la [12], i periodi delle sesse uni-,
bi- e trinodali.

Caso m=3. — Come si ¢ detto, Hidaka si limita a considerare
il caso m=2. In pratica cio puo soddisfare alla precisibne richiesta.
Pero, per curve normali molto complicate, pud essere utile ricorrere
al caso m=3; oltre ad una maggiore precisione per le sesse di piu
piccola nodalita, c¢id consente pure la determinazione del periodo della
sessa quadrinodale.

Per m=3, come si puo facilmente verificare, I’equazione dei pe-
riodi diventa

1 1
RS S RL s PR U e e
3 6 10 15
: _ :
£l 1) Bt 1) =l st ey g
6 15 10 105 ;
. 1 e %
Sl pe il s e Sp s gy
0 e a0 35 14
1 4
At gy RS N g R GRSy
15 105 14 63
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Sviluppando il determinante di quart’ordine si ottiene 1’equa-
zione in A:

oA+ a4 ah o, A 4o, =0, [24]
: dove I
S _III+2IIII—III g g

R e A o ) e
SUOT s o o Ny 0 T

4 1 ' 3 1
e _6-_3 LI+ — IoIzIs— '_‘35 I LI — 7 LI,I —
16 1 2
—E-III—l- — IIIs_'_S— ILII,— ——1? IoI4IB—
4 1
+6_IoIs+ + II5+ II——‘—II +
8 16
—II——III III — ILLI, —
T e 6 TR e F 5
1 1
=7 ’_5_ IiIzIs'_’ 1-65— IJ.I314+ _3‘ IiIsIs_ —5_ IiIsIc I
1 1 1 2 2 2
AE T ILIdIS+ _3" IaI4Is+ "—7_ IAIS— "'1?' 1114 o
1 2 4 8 Ao ® 16 = 2 2
—_Irr4+—1—— Il — —II— —1I1I
Chig I R R T A R T e A
) et 5 Bl Ll 7
e {2Is+ 21 I213+ 15 IzIsI4— 'E IzluIs oy
i Rl 1 2 1 1
% —3 IzIsIs‘— _5 IeI4+ "._ 121415— ST I2I4Ia an
1 2 T 3 1 1 2
255 3 S 3 I4+ T I I5+ aIc 30
1 1
3 oLy dy+ _3 14
: 1 4 257 2
ag =+ ——I I, — — 1.+ ——— I.I,——— 11, +
9940, %% 7i-2905" AK ehIs0 it Bd5 W
1 4 43 131
4+ —II4+ ——1I1, A AR [ e A i
700 ° " 2205 **T 32050 10T oaso e






