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Supponiamo che il piano xy di una terna di assi cartesiani co-
stituisca la superficie libera del mezzo; 1’asse z sia rivolto verso !’'in-
terno del mezzo stesso.

Le equazioni generali dei piccoli moti in un corpo firmo-ela-
stico isotropo e omogeneo sono le seguenti:

" . 2 o9 )
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’, e ?(/—{-u) (A=) = g 5 +(u+9 8&) ) [1]
%u ‘ : 2 & 0
‘ =) = 1Acw -
0 o (( “+un + k—}—u > 5 = +(u+u at) QW

dove, A, n sono le costanti di Lamé, 1/, u i coefficienti dell’attrito
interno di volume ed equivoluminale e V' esprime la dilatazione:

u v dw ;
g2 pou o [2]
ox oy dz
u, v, w dipendono dal tempo attraverso e, essendo p la pulcamone

Pertanto

[ 129 : =
\ Autip (V4w —al——}- (wtipw)Au+op*u=0
x
- 129 Sy it
Au+ip (M) s + (n+ipw)Ayv4op*v=0 [3]
L | B
I 129 . 3
’ Ap+4ip (V4w) Sl (n+ipw)Aw+op* w=0.
z

Derivando rispetto ad x, y, z rispettivamente la 1°, 2, e 3* delle [3],
e sommando membro a membro, si ha

(A2 + hﬂ) =0 , 4]
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essendo
hi— il . [5]
A2u+ip (V42
Dividendo le [3] per u+ipy si ha ‘
AMutip@'+w) _ﬁ+A2u+ QR
utip oz u—ipu’
e ) ............
. op?
k":——- . 6
u—+ipw/ : L6]
Allora
AtptipWp) K
; utipp h*
e le [3] divengono ‘
E*\ 2%
AR u=(1— — . 7
el 2

Un integrale particolare delle [7] & costituito dalla soluzione

1 3% 1 a9 1 39
U=E—ar— 1 V= & w=——— \[8]
h* ox h* 3y h* 8z

Se @, B, v sono le componenti dello spostamento delle onde trasver-
sali, sara

b du o8 Ay
ox ey oz

=0 - 9]
e dalle [7] consegue
(Ae+F)a=0 ; (A 4+E)B=0 ; (A,4+k*)y=0. [10]
Le componenti dello spostamento dipendono da x, y mediante la
funzione €™*#) con f, g numeri complessi. Si ha
22 229

_=— 2\()‘ s = e "ﬁ P
dx / : dy* g

La [4] diviene :
<a—a; -+ /1‘~’—f‘~’—32) V=0

Posto
r*=f*4g*—h*, 1117

9=Pe— 4 Q™ [12]

si ha
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Ma r & generalmente numero complesso, r=r'+ir’’; consegue
ﬂ: Pe—rlz e—irliz+ Qerlz eirllz

Vale solo il 1° termine del 2° membro, con esponente negativo. Per-
tanto Q=0. Prescindendo dal valore di P, espresso da e'®T>T),
potremo scrivere

=e=", [13]
La soluzione particolare espressa dalle [8] diviene allora
if g A :
Uu=——e T v=——e " ; w=—e " 14
! £ o=t [14]
Per i termini complementari, che pure devono contenere e 1€
come fattori, le [10] divengono
82
(;—}- k‘l—fl—g”) a=0, ecc, [15]
2

per cui, come per la ¥, suppasta la perturbazione limitata ad uno

strato superficiale,

a=des= = B=Be" = y—=Ce=: [16]
dove

f=jitg -k [17]

Poiché i coefficienti nelle [16] contengono, quali funzioni di x, y
i fattori e ™, © '@, per la [9] i coefficienti delle [16] dovranno sod-
disfare alla 1elaz1one

if A+ igB—sC=0. [18]
I valori completi di u, v, w possono ora scriversi
u:—ie—"—{-ﬁAe“" ; v:—y—z—e-”—l-Be—"Z , W= Lﬁ—e'“%—Ce—sz ;
h? h* h*
[19]

in cui 4, B, C sono soggette alla [18].
Passiamo alle condizioni da soddisfare alla superficie libera.
Per z=0 devono annullarsi le due tensioni tangenziali

(M'i“PP«)(sw +8u)
oz
RS )] dw
T1:<u+zp u)(—ax +—ay> ;
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Ricordando che u, v, w sono funzioni di x, y attraverso gli espo-

nenziali e'™, ¢ si ha

) 2w ! :
_U = i r e_“ T Bse—sz ; — = e—rz_I_LgCe—sz -
ox h* Ay h*
2w du
e analogamente per—e —
ox Sz

Periz—0" ~T;—1.—0 [p—l—ipu’#o, cosa avvia, dovendo essere
altrimenti p.=p,’=0} é

21
i Lgr

2
G A ‘f’ +ifC. [20]
Sostituendo le [20] nelle [18] si ha

f(zlfr + f_) i (zhifsr -I—igsc)—sC:O,

cioe :
C g W + 2 (f+g)=0. [21]
Sul piano z=0, si annulla pure la tensione normale
: : 2
=@+wﬁﬁﬂ+2m+4m0§£
z
Per la [5], e quindi per la [6],

Py 2
x+2u+ip(7x+2u'):9’% : x+ipl’:(.u+ip.u’)(flq—2)

Percio
k? dw 2
—2194-2—
Figliar

oz

M:m+mwﬁ
E7

9

dw g
i e - e—rz_sce—sz 5
oz h* (
La condizione N;=0, corrispondente a z=0, tenendo conto della
[13], da

k*—2h* —2 (1*4-h*sC)=
oppure, essendo per la [11]
rr4hi=ft4g?
k? —2(f2 4 g?) — 2h2sC=0, r22]
Eliminando C fra [21] e [22], otteniamo 1’equazione per la quale
il tempo di vibrazione (periodo) & determinato in funzione della
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lunghezza d’onda e delle proprieta del solido. Si ha

(P4
h2(s2+fz+g2)

g K—2 (f*+g?) Hs iy $ Fdrs (f*4g2)=0,

, e sostituendo in [22],
L4

oppure, per la [17] — per la quale sz;}-j2+g2=2(j‘3+gs)— 2
20—k = s ) [23]

Quadrando la [23] e introducendo i valori di r* e s* dati dalle [11],
[17] abbiamo

% 2 (f*4-g)— § —16(P+gY) (f+g'—h?) (f4g'—F?).

Possiamo scrivere anche
2 2 : 2\ (2L o2)2 2\ (2.1 o)
ks( 1_3fﬂ_+ 2 _161 M_le(l_i fetel)es
i K k) ke K)o ke
, [24]
Dalle [19], ricordando le [20] e [21], si ha

Ferafeces el 2 M
S 2 Tt {_slr o sh ( e o e o )} 4
L uregt),
s s 32+f2+g2
2r (1_ g )_—_ 2rs
sz+f2+g2 fz+sz+g2

Analogamente per h*v. Percio, in generale sara — prescindendo da-

da cui

h*u = if [—— e”"—}—(

Fra parentesi quadra puo scriversi
s

eli csponenziali - -
‘ —X‘Z 2 rs —8Z é
L i e
\ ? 2EP4et )
( + .n—2':_s_) e e
? #Hf4g )
{ w4 2Pt |
e
Se consideriamo il mnoto soltanto in due dimensioni, e precisa-
mente nel piano principale, possiamo porre g=0. La [24] diviene

—ig [25]

e—sz

(hu—r e
[

\

allora
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=]

: js j4 h2 fﬁ o i 3
1—8—2—}-(24 —16 ) 16( o ?__0. [247]
Per g=0, & moltre v=0, e le [24] divengono
2rs

N

s { ~+f )

’ h*w =r ‘ @ N e l

? s~+f~ y

9

f‘) =¥* (radice della [24'])

2

E’ ancora, sempre per g=0, e posto

32:_'_]2 ity kzzkz(xz Lh 1)

3 2
2rs=2k2Vx2—% Vﬁ =1 @+Hf=2f"—F=k2r-1),

h2
2 g5 gl
2rs VX & V’- Lo dp

82+f2= 2X2_1 ) 32+f2—_ 212_1

7 . . . . . .
Le [25"] si possono scrivere, introducendo gli esponenziali finora

sottintesi,
21/7_2— h* =1
ﬁu:i}l —-e_rz-l- ke e_-nz ei(pt--fx)
k ) Al [25']
h~ o 2 x e 2 ei(pt+fx) .
k 2y -1
oppure ;
il _1
B Sl 1 A l i St
k i 2 x“—l
z%pt+ P Yut i tifp—ap )
e v, V1+p~ (“_)
u

[25°]
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dove @,  sono la parte reale e il coefficiente dell’imaginario delle
soluzioni della [247], corrispondenti alle onde di Rayleigh e v, rap-
presenta la velocita delle onde trasversali nel mezzo considerato.

2. — Passiamo ora ai valori numerici.
Risolviamo a questo scopo la [24"], ricordando le espressioni di
e 4 1 2
h* e k* e nell’ipotesi di Poisson. Si sa che 2= —? w'. Posto
k2
=g )

Iz
la [24] diviene ;

dove

9 (—u7 ~-{—4};2

(p:h:= — u\_‘;m — =
ke 81(i) 416 2
W

e con le ulteriori posizioni:

a:\p—}--—g— ; (p:l——-l'—6-

la [24"] si trasforma nell’equazione

5 448

40 :
o5 5

3 27

81 (i)'+16 P
p'/

1.3
-+ I-/L:?,d:OZJ
2: pype= 30
3 = 20
1.4
1052
1.0 ; . 4
0 0.5 1 2 T/sec -8

Fig. 1

- Andamento del rapporto Z/H prescindendo dall’as-

corbimento; andamento analogo, fra gli stessi estre-
mi, nel caso in cui si consideri I’assorbimento

g? —8e+ (24 - 16¢)e—16 (1 —¢)=0 , : [24"] =

)

)

) S0 P

La risoluzione della
[24"""] & stata proposta
al benemerito Istituto
Ttaliano per le Appli-
cazioni del Calcolo.

I risultati dei cal-
coli per vari wvalori
del rapporto u/uw’ di T,
sono riportati nelle
tabelle I, II e III. In
esse Y € O sono la par-
te reale e il coefficien-
te dell’imaginario del

9
2

i O A

rapporto

Rye-Iys - o7e Bisla
parte reale e il coeffi-

ciente dell’imaginario



- TapeLia I o/ =30.sec—!
T f
: Vel B, Ry, 1, ; B
‘ .
|
I
0.0 750000 162435 0 +730406 0 2.107160
0.05 +656700 173696 \ -16713 —+016281 +67763 +17226 1.31484 43073
0.1 +526762 +207800 : +17669 —+026357 +51639 -21611 1.19269 +19919
0.5 347291 074972 : -21911 —+031569 35371 081416 1.18317 036995
1 336913 +038452 I -23360 — +024725 -33487 049849 1.18305 018455
2 +334234 +019351 } -24284 —-+016800 +32450 -029414 1.18302 -009223
5 333478 007754 ‘ -24833 —-008185 31871 +013223 1.18301 -003688
10_ ~333369 -003878 ‘ 24954 —+004287 31747 +006803 1.18301 001845
20 - 333342 +001939 ‘ 24988 —-002172 31711 003431 1.18301 0009221
40 333336 -0009696 I 249970 —+001091 317018 -001721 1.183013 +000461
60 333334 -0006464 249987 —-+000727 317001 -001148 1.183013 +000307
120 333334 +0003232 | +249997 —-000364 316991 -000'574 1.183013 +000154
0 +333333 250000 0 +316987 0 1.183013




TaBeLrLA II

u/w=>50.sec™*

T |

) : By, 17, Ry, I, f B

0.0 0.750000 0 ‘ 0.162435 ' 0 ‘ 0.730406 0 2.10716 0

0.05 0.564626 0.207064 | 0.17337 —0.023705 ! 0.56133 0.22255 1.20188 0.24660

0.1 0.432401 0.177381 | 0.18886 —0.032201 | 0.42859 f 0.16923 | 1.18508 0.11377

0.5 0.338468 0.045969 || 0.23030 —0.026742 | 0.33882 E 0.056856 1.18308 0.022155

1 0.334629 0.023199 | 0.24090 —0.018841 » 0.32662 K 0.033941 | 1.18303 0.011067

2 0.333658 0.011627 || 0.24667 —0.011540 0.32045 0.019096 | 1.18302 0.005533

5 0.333385 0.004654 | 0.24935 —0.005106 ; 0.31766 0.008129 [ 1.18301 0.002213
10 0.333346 0.002327 0.24983 —0.002601 | 0.31716 0.004112 ‘H 1.18301 0.001107
20 0.333337 0.001164 ] 0.24996 —0.001307 \ 0.31703 0.002063 1.18301 0.000553
40 0.333334 0.000582 : 0.249989 —0.000654 i 0.316998 0.001032 U 1.183013 0.000277
60 0.333334 0.000388 || 0.249996 | —0.000436 ‘ 0.316992 0.000688 | 1.183013 0.000184
120 0.333333 0.000194 l 0.249999 —0.000218 ] 0.316989 0.000344 ‘ 1.183013 0.0000922

o0 0.333333 0 } 0.250000 0 i 0.316987 0 1.183013 0

(G \







