PUBBLICAZIONI
DELL’ISTITUTO NAZIONALE DI GEOFISICA

N. 1711

DOMENICO DI FILIPPO

Le sesse del lago di Santa Croce

ROMA 1949



(ndM&

STAMPATO DALL

TIBERINO

'ISTITUTO GRAFICO

VIA GAETA 14)

N



1. — Allo scopo di portare un contributo allo studio sistematico
delle caratteristiche fisiche dei laghi italiani intrapreso dall’Istituto
Nazionale di Geofisica, ho eseguito il calcolo delle sesse del lago
di Santa Croce (Belluno).

Il lago di Santa Croce (latitudine 46° 6" N, longitudine 12°22" W)
con il lago Morto, nelle Prealpi venete, vengono chiamati lapisini
dalla vicina regione dell’Alpago ed occupano parte del fondo della
profonda incassatura, chiamata anch’essa valle lapisina, che separa
I"altipiano Carsico del Cansiglio dalla catena del Col Visentin (').

Il terribile terremoto del 1873, il cui epicentro corrispose ap-
punto alla regione dell’Alpago, attird {’attenzione di illustri geologi
su.questi luoghi, i quali si occuparono anche dell’origine di questi
laghi, problema di un certo interesse dal punto di vista geologico,
che ancora & in discussione.

Il lago di Santa [Croce, ha la forma di un triangolo. con un solo
vertice a sud, ed occupa parte della depressione dove il Tesa, che
raccoglie le acque dell’Alpago, immette nella valle portando le sue
acque all’angolo Nord-Est del lago, mentre dall’angolo Nord-Ovest
sortono le acque del Rai, affluente del Piave.

La profondita del lago nelle vicinanze del vertice a Sud presenta i!
massimo valore di circa 35 m e va poi man mano diminuendo verso la
base a Nord. Tl fondale abbastanza regolare si presenta perd pieno di
un fango alluvionale grigio biancastro calcareo, argilloso ed untuoso al
tatto. A Sud del lago la valle si restringe ed & occupata dalle famose
frane di Fadalto, il'cui punto piu depresso & alto m 482.

I principali dati morfometrici del lago di Santa Croce sono:

Altezza dal livello del mare . m 381
Superficie . . g : . kmg 4,70
Profondita massima . . 2 m 35
Lunghezza . ; § 5 . km 3.2
Larghezza massima . . Bt o i 2;1

» media : . o tkm 1,6
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LE SESSE DEL LAGO DI SANTA CROCE 5

2. — Partendo dall’equazione fondamentale della idrodinamica,
Chrystal, considerando un lago come un canale finito di sezione va-
riabile con la profondita non in modo brusco, tratta in maniera rigo-
rosa la prima teoria per lo studio delle sesse.

Chrystal considera trascurabili le componenti laterali del movi-
mento orizzontale in modo da tener conto solo del movimento ne!
senso dell’asse x, posto lungo la linea di wvalle e alla superficie del
lago; piccolo lo spostamento 1 verticale rispett6 alla profondita h e
dipendente esclusivamente dall’ascissa x e dal tempo t, in modo da
risultare uguale per tutte le particelle che si trovano in un dato
istante in una sezione verticale S(x) del lago, normale alla linea di
valle; infine, per le onde di lunghezza tale per cui la profondita h
del bacino sia piccola, trascurabile 1’accelerazione verticale, da. cui
consegue che resta solo da considerare la pressione idrostatica e cioe
solo le variazioni di pressione derivanti dalle variazioni di livello.

Gli spostamenti orizzontali & percio risultano uguali per tutte
le particelle di una stessa sezione S(x). Cid posto Chrystal perviene
alla seguente equazione, che porta il suo nome:

d*u - 4P
divs ey

i [1]

a(v)

dove u rappresenta il volume del liquido che attraversa la sezione
S(x) in forza dello spostamento orizzontale £ e v 1’area, calcolata
sulla superficie libera da una estremita del lago, x=0, alla sezione
considerata, cioe in modo che risulta variabile fra 0 e la superficie
totale del lago a. ;

La funzione ¢ & data dal prodotto dell’area S(x) di una sezione
trasversale per la larghezza in superficie b(x) della stessa sezione
del lago.

La curva i cui punti hanno per ascissa v(x) e per ordinata ¢ (x)
fu chiamata da Chrystal « curva normale » e rappresenta la sezione
longitudinale lingo la linea di valle del lago ridotto.

La « curva normale » del lago di Santa Croce, come tutti gli
altri elementi, 1’ho determinata servendomi dei dati ottenuti da una
carta batimetrica al 25000 rilevata dal Magrini, in una campagna del-
I’autunno del 1904, con 343 scandagli e con le curve di profondita
tracciate di 5 in 5 m oltre ad altri numerosi punti segnati con pro-

fondita intermedie.
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Su di essa, con la massima precisione, ho tracciato 13 sezioni
ad una distanza ’una dall’altra in generale di 250 m circa, normali
alla linea di valle, che partendo dal vertice Sud del lago (abitato
di Santa Croce) seguendo la linea di massima profondita e tenendo
conto della forma particolare del bacino, arriva alla parte Nord-Ovest
della base. : !

Nella tabella I riporto i valori delle grandezze [x, S(x), b(x),
V(x), o(x)] necessari per i calcoli successivi.

La figura 1 rappresenta la curva normale che, pur non presen-

tandosi eccessivamente

00 e ? |.U : J 20 30 : »40 50 : ‘
N it S irregolare, tuttavia
o et e it 1o Db iy non é& facilmente rap-
jg T . presentabile da una
o g et T LG Sl : semplice funzione ana-
s litica e pertanto non
60 s ¢ possibile integrare la
70 o g equazione di Chrystal
80 ' ; con i metodi da lui
90 b suggeriti.

100 Per questo studio
o(x)10"°m*

mi sono valso dei me-
Fig. 1 todi di Hidaka e di
Defant che riescono piut agevoli degli altri e i cui risultati sono egual-
mcute buoni,

3. — Metodo di Hidaka: Applicando il calcolo delle variazioni
del Ritz all’integrazione dell’equazione differenziale di Chrystal,
Hidaka ha proposto un metodo piuttosto semplice per determinare
teoricamente le sesse di un lago. Infatti egli considera 1’equazione [1]

con le condizioni ai limiti

u(o)=u(a)=0
v
e posto 3= — la trasforma nella
a
S .
Bl bl (2]
dz*  a(2)
dove
g2l 4a* o :
T2 .8

con le condizioni ai limiti

u(o)=u(1)=0.
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La [2], alle condizioni poste, risulta soddisfatta solo da parti-
colari valori di A. Hidaka, applicando un noto teorema del calcolo
delle variazioni, mostra che I'integrazione dell’equazione [2] equivale
alla ricerca del minimo valore dell’integrale:

‘(ﬂ)l————L— u”l dz [3]

e propone per u l’espressione:

m

u:(?:; Az (14-3) . 2 [4]

Derivando questa equazione rispetto a z e sostituendo la derivata
ottenuta col relative valore di u nell’integrale [3] si hanno (m+1)
equazioni nella 4. .

Annullando il determinante dei coefficienti delle A4; si arriva ad
un’equazione di grado (m+1) in X, che & 1’equazione dei periodi delle
sesse ricercate. In questa equazione:

1

e [Md;

o(z)

U]

Nel caso in esame, integrato I, numericamente, lenendo conto
delle condizioni agli estremi, il calcolo, come dalla tabella II, ha
dato i seguenti risultati:

1,=0,611352 10 I,=0,378996 10— I,=0,275479 10~°
1,=0,217762 10—  I,=0,180620 10—

La soluzione dell’equazione per m crescente & via via piu diffi-
. ~ ~ ~ < .
cile; pero, se la curva normale non & troppo complessa, & piu che
sufficiente "approssimazione ottenuta con le soluzioni dell’equazione

per m uguale a 2.

Per u in questo caso si ha:
u=z(1—z2) (4, + 4,5+ 4,z%),

¢ l’equazione di Hidaka per i periodi, sviluppata, risulta:
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9
2

2 2 3 3 1
(101214_1013_11 ,4 a4 111213_'12) A [g (IoIz“'IiH' 5_(—Iols+ IiIg+

2 1 : 7 1
+IiIs)+ E IoI4+ —3— (——1114—12—}-[2[3 = 1214—13)] 2+ (70—0 Io_
3 53 1 1
Sl Sy Al L =0,
350 ' 2100 * 30 60 ‘) 10500

le cui.radici permettono di determinare i periodi delle tre prime
sesse. ‘

Sostituendo in questa equazione i cinque valori di I calcolati,
ho ottenuto la seguente equazione di 3° grado in A:

10—° 0,525 A*—10—"° 2,824605 A*+10—* 3,454395 L— 1 =0,
che risolta col metodo di Newton, per successive approssimazioni,

partendo dai due valori di A ricavati dall’equazione di Hidaka per
m=1, mi ha dato per L i seguenti valori: ;

2,=426,29 , 1,=1185,66 , 1,=3768,21.
47 a*

T’ g

che la superficie del lago & «=4846875 m?*, mi hanno datc per i pe-

Questi valori sostituiti nell’espressione A= , tenendo conto

riodi delle tre sesse rispettivamente i valori:

T,=7™84 ; T,=4270 ; T,=2",64.

Linee nodali. — Per la determinazione delle linee nodali vale la
) u 5 q ATAR
condizione — =0, percio derivando la [5] e dividendo per A,
z

si pud scrivere:

z;j2zt+3<fﬂ-4-A?)zﬁ+2<1—-fi)z—1f::0. [6]

0 ‘40 : 0 0

'

i iy T T ; e -
Per ottenere i valori dei rapporti — e —= per i tre tipi di sesse
A, 0 ; 7
considerati, basta risolvere il seguente sistema, tenendo conto dei va-

lori delle grandezze precedentemente calcolate:

1 1 : 1 -
(3— — Io}.) Ay + (6_ e A) A+ (’1_0‘ —I, A) A4, =

1 2 1 ‘ :
RN 1 7 O DGy o0 0 V7 D0 S ey o ) b7
(&= 1) ok (F5=22) Atz —3)
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e 1= ZF _ i
A v(x) % 2’1-2° | “om) - M Mz Mz? Mz? Maz*
3 m? 107° 1072 1075 10542 102 1055 10~°
0 0 0 0 0 0 0 0 ‘ 0 0 0
1 106250 0,0219 0,459206 0,045701 0,0219 0,001001 0.000022 ’ 0,000480 0,000011 0,000000
2 284375 0,0587 3,053315 0,133406 0,0368 0,004909 0,000288 0,016916 0,000992 0,000059
3 609375 0,1257 | 12,235520 0,215361 00670 0,014429 0,001814 0.227978 0,028656 0,003607
4 978125 0.2018 = 25,945560 0,435032 0,0761 0,033106 0,006681 1,348176 0,272065 0,054890
5 1340625 0.2766 | 40,037248 0,611747 0,0748 |  0,045759 0,012657 3,500930 0,968352 0,267827
6 1734375 0,3578 | 52,798549 0,680823 0,0812 | ~0,055283 0,019780 7,077385 2,532293 0,906033
7 2178125 0,4494 | 61,226194 0,653809 0,0916 0,059889 0,026914 | 12,095182 5.435586 2,442753
8 2684375 0.5538 | 61,060935 0,658527 0,1044 0,068750 0,038074 | 21,085213 11,676981 6,466694
9 3225000 0,6654 | 49.569745 0,592574 0.1116 0,066131 0,044004 29,279963 19,482920 12,963924
10 3856250 0,7956 | 26,445230 0,747585 0,1302 0,097336 0.077441 | 61.611644 | 49,018215 | 38,998934
11 4178125 0,8620 | 14,150530 0,759888 0,0664 0,050457 0,043494 | 37.491771 32,317910 27,858016
12 4515625 0,9317 4,049523 1,021760 0,0697 0,071217 0,066353 61.820985 | 57,598600 | 53.664645
13 4665625 0,9626 1,296312 1,394351 0,0309 0,043085 0,041474 39,922518 | 38,429407 | 36,992135
14 4846875 1,0000 ’
0,611352 0378996 | 275479141 | 217,761988 | 180,619517 5
I, I, T I, I
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Per 1,=426,29 sono risultati per Ja sessa uninodale i valori dei
rapporti: :

A : :
L 7,047 Ay =3,601.
A A

0 0
L’equazione [6] diviene percio:
14,404 z° — 16,644 z* + 5,894 z —1=0
la cui unica radice accettabile, perché minore dell’unita, &:
z,=0,7218.

L’uninodo viene percio a cadere tra la 9* e la 10* sezione, a
km 2,364 dall’origine posta, come precedentemente detto, nel ver-
tice Sud del lago.

Successivamente, per la binodale },=1185,66, risultano

A, =2.323 ol A,
AO AO

=—4,626
e 1’equazione dei nodi diviene

18,504 z° — 20,847 2* +2.646 z+1=0,
le’ cui due soluzioni accettabili sono

z,=0,3820 z,=0,9015. :
I due nodi relativi distano dall’origine km 1,555 e 2,919.
Analogamente, per la trinodale %,=3768,21 e i rapporti risul-

tano:

A A 33
—L =__3,9222 —= =3,1739.
A 33 I

L’equazione nelle z risulta:
12,6956 z° — 21,2883 = +9,8444 z— 1 =0
le cui soluzioni sono: :
z,=0,1409 z,=0,5922 z,;=0,9434.

I nodi si trovano rispettivamente a 0,800, 2,086 e 3,132 km dalla -

origine.

Distribuzione delle ampiezze. -— L’andamento delle ampiezze si
determina considerando la relazione

du du

N T






