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CONTRIBUTO ALLO STUDIO DELLE ONDE DI LOVE

Paoro Emitio VALLE

Premessa. — In una nota precedente (') sono stati messi in evi-
denza gli effetti che la dissipazione dell’energia produce sulla B
gazione delle onde di Love monocromatiche.

In sostanza é risultato che se il periodo dell’onda & grande rispet-
to alla costante di tempo dei due mezzi a contatto, la dissipazione
dell’energia non influisce sensibilmente sulla dispersione e ancor
meno sull’estinzione con la profondita. I’effetto pit importante &
costituito,in questo caso, dalla comparsa di un coefficiente di assorbi-
mento, che aumenta con la frequenza e assume ordini di grandezza
in accordo con le misure sperimentali, quando si attribuiscano alle
costanti fisiche che caratterizzano la stratificazione valori ragionevoli.

Se invece il periodo dell'onda non & molto grande rispetto alla
costante di tempo, dovrebbe essere sensibile la dispersione anomala,
la quale peraltro non sembra sia stata fin'ora osservata.

Sempre restando entro i limiti di un’onda piana che si propaghi
in un mezzo con una sola stratificazione, nella presente nota viene
esaminata, con qualche dettaglio, la distribuzione spettrale dell’ener-
gia associata ad un’onda non monocromatica. Si accenna inoltre al-
I'effetto dell’assorbimento sulla frequenza predominante nello spettro
dell'intensita in superficie ed al passaggio dell’onda da una stratifica-
zione ad un’altra.

Espressioni dello spostamento. — Nella nota precedente il riferi-
mento & stato scelto in modo da far coincidere il piano xy con la
superficie libera e il piano z =—D, dove con D si & indicato lo spes-
sore dello strato, con la superficie di separazione dei due mezzi a
contatto. L’asse x & stato orientato nella direzione della propagazione
e quindi lo spostamento v parallelamente all’asse .

(1) VarLe P. E., Effetti dellattrito interno sulla propagazione delle onde di
Love. Annali Geof. 111, 47-62 (1950).
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Lo spostamento deve soddisfare le note equazioni.

: o2
0D (o, Sa 2 [1]
ot p, ot*
) . 2%
z2S—D- 1+41,— A2v=£2— l,} [2]
ot u, 1%

Tenuto conto delle condizioni relative allo spostamento e alle
tensioni, sulla superficie libera e di separazione dei due mezzi, sono
state ottenute, per un’onda monocromatica, le espressioni

J(pt—fx)
0=z=—D v= Acoshz}j
(3]
et ae Sl Dl e R (peisifa)
zS—D. v=A cosh D]fF—Fk, bl e
[4]

di cui va presa la parte reale.
La grandezza f & data, sotto forma di funzione implicita della
variabile indipendente p, dalla relazione

1 0s sz

—=———2=.4 tangh D z_k —0 [5]
2 0y ]/fz—h }f
nella quale
k At 91P2 s kn: Q£P2 : fzf/_]k
" (+jup) s (14773 p) o

La parte reale di f & proporzionale al reciproco della lunghezza
d’onda, mentre il coefficiente dell'immaginario rappresenta il coeffi-
ciente di assorbimento.

Se si pone ;
}/}W:(Lza’—kju” [7]
e % 2*6 F+ig” >0
e si osserva che k, (—p)=Fk] (p), k,(—p)=F;} (p), dove Tlasterisco indi-

ca il coniugato, nsulta

a*(p)=a (—p) (8]
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Le onde di Love sono costituite da un gruppo la cui durata del
passaggio per un certo punto & limitata. Si pud costruire un tale grup-
po sovrapponendo, come & noto, infinite onde sinusoidali di convenien-
te ampiezza. Le espressioni [3] e [4] devono pertanto essere scritte
nella forma piu generale :

+00 g
i(pt—f2)
v= /A(p)cosh 0z e dp [3]
—oo
+00
(z+D)B j(pt—fx) -
v= | A(p)coshaD e e dp [4]
—c

Indicando con v, lo spostamento in superficie si avra
400
Jj(pt—fx) £
v, (x,t)= | A(p) e dp [37]
e
Si supponga ora che la perturbazione all’origine delle coordinate
sia nulla p. es. fino all'instante ¢t = 0, ossia

t=0 v, (0,1)=0
100
jpt
>0 v,(0,)= | A(p)e” dp [3]
—20
se v9(0,%) & data e reale, risulta subito
+o0
4 L Qs 9
=gz [ %00 do 191
con x
A*(p)=A(—p)
Tenute presenti le [8] e la seconda delle [9], con la econvenzione
di prendere f*(p)=—f(—p), si pud facilmente verifitare che le

espressioni [3’] e [4'] dello spostamento, sono reali e rappresentano
un’onda progressiva. ;
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Sara utile nel seguito considerare l'intensita dell'onda in super-
ficie nell'intervallo della pulsazione compreso tra p e p - dp, ossia

—2Fk
dI—Ad*e  dp [10]

L’intensita totale pud essere calcolata mediante le relazioni

+00
—2kx
I:zfAA* e d_p

o

+00
1 3
I= _f[vo (x’t)]~ di
2n

Distribuzione spettrale dell’energia. — E noto che la potenza del-

[11]

T'energia sviluppata dalle tensioni agenti su di una certa superficie di
un solido & data da

dw
Wv'(t):f(X\r_ai.t+Y\;3_9+ VAL u)d 5) [12]
at ot ot

by

nella quale la superficie a cui va estesa l'integrazione ¢& relativa allo
stato indeformato. v indica la normale alla superficie stessa e risulta

Xv=X, cos \';—*— X, cos \';+ X, cos vz
: [13]
Yv=Y, cos \r}—{— Yyc svy+4 Y, cosvz

X Xy, ..., costituiscono il tensore delle tensioni.

Trattandosi di onde di Love piane, si deve prendere in conside-
razione un fascio delimitato dalla superficie libera e da due piani
paralleli al piano xz, la cui distanza mutua sara indicata con b. In
pratica questo caso e realizzato quando il centro di perturbazione si
trova ad una distanza molto grande rispetto alla dimensione trasver-
sale b del fronte d’onda.

Si pensi ora di tagliare il fascio, normalmente alla direzione della
propagazione, mediante un piano passante per un certo punto del-
Iasse x.

Sui piani che delimitano lateralmente il fascio, le tensioni non
eseguono lavoro, e quindi la potenza dell’energia che fluisce nel fa-
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scio & uguale al lavoro eseguito, nell’unita di tempo, dalle tensioni
agenti su detto piano. In base alla [12] ed alla [13] si ha

. OV st
W’ (x,t):——b/ Yx;; dz [14]
— 0 -

Ricordando che la perturbazione si & supposta convenzionalmente
nulla fino all’istante zero, l’energia E associata all’onda assume la

forma

—+0 +00 o

5 v
E(x):/ lP”(x,t)dt:—b/dt/YxE;dz [15]
o —20 2

0

Si pud utilizzare la relazione precedente, per calcolare l'energia
associata ad uno o piu periodi di un’onda monocromatica. L'integrale
su ¢ va allora esteso al numero dei periodi considerato e devono essere
utilizzate le parti reali delle espressioni.[3] e [4] dello spostamento.

Se invece interessa l'energia associata ad un gruppo, si devono
usare le espressioni [3’] e [4’] e assegnare la perturbazione sulla
superficie in un certo punto, p. es. x = 0, in funzione del tempo.

11 risultato a cui si perviene in questo caso & valido solo per la
particolare forma della perturbazione assegnata e quindi, a parte la
difficolta di eseguire il calcolo effettivo di E, si presenta di scarso inte-
resse. Conviene seguire una via meno diretta e ricercare la distribu-
zione dell'energia in funzione della frequenza. In altri termini con-
viene cercare uns funzione I, in un cerlo punto di ascissa x, tale
che risulti

+00 +o0

/W"(x,t)dt:/ W (x p)dp f16]

Il prodotto dE = Wdp rappresenta evidentemente ’energia asso-
ciata all'onda nell'intervallo della pulsazione compreso tra p e p -+ dp.

Procedendo in questo modo rimane incognita la forma dello spet-
tro della perturbazione in superficie, e quindi si potranno avere sol-
tanto informazioni semiqualitative, le quali peraltro sono da prefe-
rirsi a quelle fornite da un caso particolare.

Nella [16] WV si & supposta dipendente da x e cid in relazione al
fatto che durante la propagazione I'onda perde continuamente energia.

Per calcolare tale perdita, senza procedere in modo formale, si
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consideri un volumetto ottenuto tagliando il fascio con due piani pa-
ralleli, normali alla direzione della propagazione e passanti per i
punti di ascissa x e x - dx, rispettivamente. Il lavoro compiuto dalle
tensioni agenti sul piano di ascissa x nel tempo dt & dato da

+b dtf sl
ot
—00

Analogamente il lavoro compiuto dalle tensioni agenti sul piano di
ascissa x -} dx, vale

: dv 08 v
—bidisfaYr= resy — | Y.—|dz
f ~dz bdtdx‘/ax( at)

-0 —00

e quindi complessivamente risulta

dE_—bdx/dtf ( ) [17]
ox ot

dE rappresenta il lavoro eseguito dalle tensioni sulle’ facce del volu-
metto al passaggio dell’onda. La [17] pud essere facilmente trasfor-
mata in modo da rendere piu evidente il suo significato.
Ricordando che
oY, 41 oY, il 32:)
ox oz or*

v
e che(Y,a—)é nulla per z=0 e z=—co, si ha
t

: Fivg 1 ov\? *v %
Y,—|dz= —— Yl Y, ! dz
/ax( St) f? dt 2 Q(at>+ ot ox 13 ot oz
- o0

—00

-

D’altra parte le tensioni in funzione dello spostamento hanno la
forma

2 2

Y—u——l—ru————v

ot ox

[18]

v o dv s
e _+ ks
s o ot 9z
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e quindi
08 Su. 0d 1 ov\* "1 [fov)\* —[ow)\?
e Yx_ dz—_— _—) _ —_— — —_— d
f@x( St) fdt§29<8t>+ 2 (8x>+(8z)“ ok
-0 > —00
'O‘ 2% \2 éBv 2
T d
5 ”J[?(Stex)_’-(ataz) % .
oo
Integrando su ¢ risulta
J..f\’) )

2 2 2, 2
dE——rubdx/dtf%( 4 ) ( 9w )%dz [17]
dtox otoz -

dove naturalmente a p e v vanno attribuiti i valori che competono
al mezzo superiore e sottostante quando si esegue l'integrazione rispet-
to a =z

La [17'] mostra che il lavoro dE eseguito dalle tensioni sulle fac-
ce del volumetto, dipende, come era da prevedersi, dalla parte non
conservativa delle tensioni stesse. :

Se, dopo il passaggio dell’onda, si suppone di riportare il mate-
riale contenuto nel volumetto nelle condizioni iniziali, in modo che
sia nulla la variazione della sua energia interna, il lavoro dE viene
restituito sotto forma di calore e quindi rappresenta effettivamente
la perdita di energia per il tragitto infinitesimo dx.

Nel caso in cui t=20, cioé¢ se il solido & perfettamel.lte elastico,
dE = 0. L’energia che entra nel volumetto & uguale a quella che esce
e rimane costante durante la propagazione.

La distribuzione della perdita d’energia in funzione della fre-

quenza ¢ contenuta nella relazione

/?.’de—_bfdt/ ( av)d [19]
J °ox dx 3t

Se si indica con E; lenergia associata all’onda nello strato di
1 o

spessore D e con E, I'analoga grandezza relativa al mezzo sottostante,

in base alla [14] si ha
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+00 o
Eiz—bfdt/ v, 28g 0 [20] .
ot
'—{»-30 —D ;
e / di f Y22 g [21]
ot”
o —0

Si consideri p. es. la [20]. La tensione Y., avuto riguardo alla
prima delle [18] e alla [3'], assume la forma

+o0
; ¥ J (pt—fx)
Y.=—j “1./ (I+jvpfAcoshaze dp

—00

D’altra parte, tenuto conto che lo spostamento espresso dalla [3'] &
reale, si avra
+0o0 i ;
ik “ A h i (pt—f‘x)d
— =] * cosh a*z
a1 ] ] P £ P
—00
e quindi
+00 : R <
dv 3 ix (f*=f) jt (p—p")
Y, PYviia (14jt,p)fpAA* cosh azcosh a*z e e dp dp’
—o0
nella quale la variabile delle grandezze coniugate e segnate con aste-
risco & p’. :

Integrando su ¢ da — T a - T, risulta subito w

+T +o0 |
av . ’ Eg jx (f*_!) !
Y,(a—’:dl._—-_—pi (14 jt,p)fp’AA* cosh az cosh u'z e
e, —o
2'sin T'(p—p’) ;

Si operi ora il cambiamento variabile p=p’+o-e si passi al
limite per T'— co. In virtt di un noto teorema e tenuto conto clie
v si & supposto nullo fino al tempo zero, si ottiene
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+00o '+OO { ;
v : —2kx :
A Yx_a_;dt_—_—an1 (I4-jr,p)fpAA* e cosh o z cosh o*zdp
0 % p —00 2

che, con qualche passaggio, si trasforma nella

+00 +00 :
ov 3 —2kx
Yx.a_?dt_:—éhc TH / p(f+t,pk)A4* e cosh az cosh o*z dp

o o

Resta ora soltanto da effettuare 'integrazione rispetto a z. Tenendo
presente che

cosh 20z cos 20z
cosh az cosh a*z= -+ ST

2 2

si ottiene in definitiva

+00

i —2kx 5 X 7 4 =
Eizb}hﬂj AA* e P(f'+fipk)% sinh 2 ¢’D " sin 2a”D

o

(LI U.II

[207]
Procedendo in modo analogo si trova per E, l'espressione

L oo

—2kx ’ "n.
Fo,=b /A A* e p(f'+.pk) cosh2u.D;: SOR el

o

dp

[21]

Consegue che la distribuzione dell’energia, in funzione della frequen-
za, nel mezzo superiore e sottostante sono date rispettivamente da

- . lkx sinh 20’D = sin 2a”D

W =bu nAA* e P(f/+rapk))‘ o & a’”
[22]

» —2kx cosh 2a/D 20D

W,=bu,nAA* e p(j/_|_ szk) cosh 2a —ﬁijcos o

[23]

e risulta g 5
W=W,+W, : [24]

La ripartizione spettrale della perdita di energia si ottiene deri-
vando le precedenti rapporto ad x. 3






