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Teoria delle Onde di Rayleigh in Mezzi elastici e 
firmo-elastici, esposta con le Omografie vettoriali. 

Di  

Pietro Caloi. 

Con 3 figure.  

Riassunto. II  lavoro  pubbl iea to  da  Lord  I:~AYLEIGH, nel 1885, sulla pro- 
pagazione delle onde alla superficie di un  mezzo elastico, isotropo, indefini to 
@ s ta to  fonte  di ul ter ior i  r icerehe vas te  e numerose.  Qul si espone la teor ia  
classica delle onde di 1%AYL~IGH valendos i  delle omograf ie  vet tora l i .  Si 
passa  poi  ad  estendere la teor ia  ad  un  mezzo elastico, che a m m e t t a  a t t r i to  
inferno (firmo-viscosit&). Cib consente  di perveni re  ai seguent i  r i su l ta t i :  

1. La  veloeit& di propagazione  delle onde di RAYLEmK in un mezzo f irmo- 
elastico, da  un  valore  teor ieamente  inf ini to  per per iodi  nulli,  tende rapida-  
mente ,  per  per iodi  crescenti ,  al  va lore  t he  le compete  in mezzi  p u r a m e n t e  
elastici,  t an to  pi~ r a p i d a m e n t e  quan to  maggiore  @ fl valore  del rappor to  
/~//# (/z ----- cos tan te  di Lain@; /~' = coefficiente d ' a t t r i t o  inferno equivolumi-  
nale). 

2. La firmo-viseosit& determina una sensibile riduzione della componente 
vertieale del mote, riduzione the @ tanto maggiore, quanto pi~t piccoli sono 
il rapporto #/#' e il periodo proprio dell'onda: per onde originanti con grossi 
periodi, l'azione dell'attrito interne sul rapporto delle ampiezze @ pressoch@ 
nulla eil mezzo sl comporta come puramente elastico. La firmo-viscosit& 
pub variare il rapporto delle ampiezze Z/H da un valore prossimo all'unit& 
(1.05) a 1.47, valore chela teoria di I~_YL]~IGII assegna a quel rapporto per 

3. Anehe in un mezzo firmo-viscoso, le onde ripe l~AYL]~IGI~ costringono 
le particelle raggiunte su traiettorie ellittiche; per@, a diffcrenza di quanto 
avviene in un mezzo puramente elastico, tall traiettorie non sono riferite ai 
propr i  assi. Solo per  per iodi  in f in i tamente  piccoli o in f in i tamente  grandi ,  
le t ra ie t to r ie  el l i t t iche tendono a quelle r i fer i te  ai propr i  assi. ' . . . . . .  

4. La  r icerca ha  consent i to  di chiarire un  al t ro  aspet to  della propagazione  
delle onde supcrficiali ,  f inora  r imas to  insoluto. Nel la  classica teor ia  di 
~:~AYLEIGtt, le onde ehe por t ano  il suo nome sono considerate  come libere, 
persistenti ,  non  sogget te  ad  assorbimento  da  par te  del mezzo. L 'osservazione  
p rova  invece che l ' a ssorb imento  @ fort issimo per i periodi  pi~ piccoli  e tende  
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a decrescere rapidamente, per raggiungere il valore di circa e -~176176176 per periodi 
dell'ordine di 20 s. La nuova teoria prove ehe in un mezzo firmo-viscoso 
(con un rapporto #/#'  ---- 50 sec -1, conforme alla media dei valori osservati) 
cib 6 pienamente dimostrato:  da un assorbimento elevatissimo per piecoli 
periodi, passando a periodi dell'ordine di 20 s e per #/# '  ---- 50, il coefficiente 
d'assorbimento diviene dell'ordine di 0.0003, che 6 appunto que]lo generalmente 
osservato. 

Zusammenfassung. Die im Jahre 1885 yon Lord R~YL]~IGH ver6ffent- 
lichte Arbeit fiber die Fortpflanzung yon Wellen auf der Oberfl/~ehe eines 
elastischen, isotropen und unbegrenzten Mediums ist zum Ausgangspunkt 
fiir zahlreiche und ausgedehnte Untersuchungen geworden. An dieser Stelle 
wird ztm/iehst die ldassische Wellentheorie yon R~YL~IGH dargelegt, die auf 
vektoriellen I tomographien beruht, and darauf auf ein elastisehes )gedium 
ausgedehnt, in welehem innere Reibung zugelasser/ wird (Fest-Elastizit~t). 
Daraus werc~en folgende Resultate abgeleitet: 

1. Die Fortpflanzangsgeschwindigkeit RAYLEIGHscher Wellen in einem 
fest-elastischen Medium strebt yon einem theoretisch unendlichen Wert  fiir 
verschwindend kurze Schwingungsdauer fiir wachsende Perioden schnell dem 
Werte zu, der ehlem rein elastischen Medium entsprieht;  diese ]4nderung der 
Fortpflanztmgsgeschwindigkeit verl~uft parallel dem Weft  des Quotienten 
#/#'  (wo # die LA?us Konstante und # '  der Koeffizient der irmeren l%eibung 
bei gleichem Volumen ist). I)ieser innere Reibangseffekt wttrde neuerdings 
yon den Japanern IK:EG~A~II trod I~ISHINOIIYE anf experimentellem Wege 
best/itigt. 

2. Die Fest-Viskosit~t erzeugt eine merkliehe Reduktion der Vertikal- 
komponente der Bewegung, die um so gr61?er wird, je Meiner der Quotient 
1~/#" mad die Eigenperiode der Welle ist. Fiir Wellen, die mit  grol]en Perioden 
einsetzen, ist die Wirkung der inneren l~eibang auf das Amplitudenverh/iltnis 
beinahe Null and das Medium verh~tlt sieh wie rein elastiseh. Die Fest- 
Viskosit~t karm das Amplitudenverh~ltnis N/H yon einem Wert  nahe der 
Einheit  (1,05) bis zum Wert  i,~7 variieren lassen, der naeh der Theorie yon 
I~iYLEIGH fiir ~ = ~ gilt. 

3. Aueh in einem fest-z~ihen Medium befolgen bel l:tlYLEmI~-Wellen die 
bewegten Teilehen elliptisehe Bahnen; doeh beziehen sieh diese Bahnen, 
im Gegensatz zu dem Verhalten in einem reia elastisehen lVfedium, nieht 
auf die eigenen Aehsen. Nut  ftir unendlieh kleine oder unendlieh grol~e 
Sehwingangsdauer streben die elliptisehen Bahnen einer Orientierung auf die 
eigenen Aehsen zu. 

4. Die vorliegende Untersuchung hat  zur Abkl/~rung eines bisher noeh 
ungel6sten Problems der Fortpflanzung yon Oberfl/~chenwellen gefiihrt. In  
der klassischen Theorie yon I%AYLEm~ werden die nach ihm benannten 
Wellen als frei, persistent mid keiner Absorption yon Seiten des Mediums 
unterworfen angesehen. Die Beobachttmg beweist dagegen, dal] die Absorp- 
tion fiir kleinere Sehwingungsdauer besonders gro2 ist, mit  wachsender 
Periode sehnell abnimmt und ffir eine Periode von etwa 20 see den Weft  
von zirka e -~'~176176 annimmt. Aus der neuen Theorie liiBt sieh eindeutig be- 
weisen, dab in einem fest-z~hen Medium (mi~ einem dem l~Iittel der Beob- 
aehtungsergebni~se entspreehenden Quotienten /~//~'= 50see -1) der Ab- 
sorptionskoeffizient yon sehr hohen Werten iiir tdeine Perioden beim 
Ubergang zu einer Sehwingungsdauer yon 20 see bei/t//~' = 50 die Gr61~en- 
ordnung 0,0003 annimmt, was gerade den Beobaehtungsresultaten ent- 
spricht. 
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Summary .  Lord  P~AYLEIGH'S publ ica t ion  of 1885 on the  p ropaga t ion  
of waves  a t  the  surface of an  elastic, isotrope and inf ini te  med ium has become 
the  origin of numerous  and  exhaus t ive  invest igat ions.  The classic w a v e  
theo ry  of RAYZEIG~I, founded  on the  vec tor ia l  homographies ,  is ex- 
posed in the  present  paper  and  then  ex tended  to  an  elastic m e d i u m  
admi t t i ng  in terna l  f r ic t ion (firmo-viscosity).  This  leads to the  following 
resul ts  : 

1. The  speed of p ropaga t ion  of RAYL~IGH waves  in a f i rmo-elast ic  m e d i u m  
tends  f rom a theore t ica l ly  infini te  va lue  for per iods quasi  nil, for increasing 
periods rap id ly  towards  a va lue  which corresponds to a pure ly  elast ic m e d i u m  
wi th  increase of the  quo t i en t /~ /# '  (/t = cons tan t  of L A ~ ,  /# = coefficient of 
in terna l  f r ic t ion a t  cons tan t  volume).  This  effect of in terna l  f r ic t ion has  
recent ly  been conf i rmed in exper imenta l  m e t h o d  by  the  Japaneses  IKEGA~I 
and  KISHINOUYE. 

2. The  f i rmo-viscos i ty  produces a not iceable  reduc t ion  of the  ver t ica l  
componen t  of t he  mo t ion ;  this  reduc t ion  increases wi th  the  d iminu t ion  of 
the  quot ien t  #/#" and  the  original  per iod of the  wave.  l~or waves  s ta r t ing  
wi th  great  per iods the  effect of the  in ternal  f r ic t ion on the  rat io  of the  ampli-  
tudes  is a lmos t  nil  and  the  m e d i u m  is like pure ly  elastic. The  f i rmo-viscos i ty  
can p rovoke  var ia t ions  of the  ra t io  of the  ampl i tudes  Z / H  f rom 1,05 to 1,47 
which according to the  I~AYL~I~H theory  m u s t  be va l id  for A = #. 

3. E v e n  in a f i rmo-viscous m e d i u m  the  RAYLEIG~r waves  impose ell iptic 
t ra jec tor ies  to  the  part icles.  But ,  con t ra ry  to  t he  behav iour  in a ptu.ely 
elast ic med ium,  these t ra jec tor ies  do no t  refer to thei r  own axes. Only for 
inf in i te ly  small  or inf ini te ly  g rea t  periods of oscil lat ion the  elliptic t ra jector ies  
t end  towards  an  or ien ta t ion  on thei r  own axes. 

4. The  present  inves t iga t ion  leads to a clar if icat ion of a h i ther to  unsolved  
prob lem of t he  propaga t ion  of surface waves.  I n  the  classical theory  of 
I~AYL]glGt/ t he  waves  which are called af ter  his n a m e  are  considered to be 
free, pers is tent  and  no t  s u b j e c t  to  any  absorp t ion  by  the  medium.  Bu t ,  
the  observa t ion  proves  t h a t  the  absorp t ion  for small  periods of oscil lat ion 
is par t icu la r ly  big, decreases rapid ly  wi th  increasing per iod and  for a per iod 
of abou t  20 sec takes  the  va lue  of ca. e -~176176176 I t  can be p roved  f rom the  
new theo ry  t h a t  in a f i rmo-viseous m e d i u m  (with a q u o t i e n t / t / # '  = 50 sec -1 
corresponding to the  m e a n  va lue  of the  observa t ional  data)  the  coefficient 
of absorp t ion  has v e r y  high vMues for small  periods,  bu t  takes  a magn i tude  
of 0.0003 for a per iod  of 20 see a t  #/#" .= 50, w h a t  d i rec t ly  corresponds to  
the  resul ts  of observat ions.  

R6sum@. Lo t r ava i l  publi6 pa r  Lord  RA~L~IGH en 1885 sur la p ropaga t ion  
des ondes & la surface d ' u n  mil ieu @lastique, isotrol0e e t  ind6fini a 6t@ ~ l 'or igine 
de recherches ultdricures,  6tendues et  nombreuses .  On expose ici la thdorie 
classique de RAYLEIG~ fond@e sur les homographies  vectorielles.  On passe 
ensui te  /~ la th6orie 6tendue ~ un  mi l ieu  61astique a d m e t t a n t  un  f r o t t e m e n t  
int6r ieur  (firmo-viscosit6). Cela mgne aux  r@sultats su ivan ts :  

1 ~ La  vi tesse  de p ropaga t ion  des ondes de I~AYLlgIGIzI dans un  mil ieu 
firmo-61astique, d ' u n e  va leur  th6or iquement  infinie pour  les p@riodes nulles, 
t end  rap idement ,  pour  les p@riodes croissantes,  ~ la va leu r  qui  lui  eorrespond 
en un  mil ieu p u r e m e n t  ~lastique, d ' a u t a n t  plus r ap idemen t  que la va leu r  
du r appo r t  #/ / , '  (/, = eons tan te  de LAM]~; / ~ ' =  coefficient du  f ro t t emen t  
int@rieur @quivoluminM) est  plus grande.  Cet te  sorte d 'ef fe t  du  f ro t t emen t  
int@rieur a 6t6 t o u t  r6eemment  confirm@, pa r  vole  exp6rimentale ,  pa r  les 
japonais  IKEGAMI et KISHINOUYE. 
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2 ~ La firmo-viscosit~ provoque une sensible rdduction de la eomposante 
verticale du mouvement, r6duction qui est d ' au tan t  plus grande que le rapport 
#/#' et la p~riode propre de l 'onde sont plus petits : pour des ondes proveuant 
de grandes p~riodes, Faction du frottement int6rieur sur le rapport des ampli- 
tudes est presque nulle et le milieu se comporte eorame s'il ~tait purement 
61astique. L'aetion du frottement int6rieur peut faire varier le rapport des 
amplitudes Z/H de la valeur 1.05 ~ eelle de 1.47 que la th6orie de R/~YL]~m~ 
assigne ~ ee rapport pour ~ = #. 

3 ~ M6me duns un  milieu firmo-visqueux, les ondes du type RAVLEIGE 
imposent aux partleules des trajectoires elliptiques; cependant, ~ la difference 
de ce qui arrive darts un  milieu purement 61astique, de telles trajeetoires ne 
se r~f~rent pus aux propres axes. Ce n 'est  que pour des p6riodes infiniment 
petites ou infiniment grandes que les trajeetoires elliptiques tendent  vers 
celles qui se r6f~rent aux propres axes. 

4 ~ Cette dtude a permis d'~elaircir th6oriquement un  autre aspect de la 
propagation des ondes superficielles jusqu'& present rest4 non r6solu. Duns 
la th4orie classique de RAYLEIGIt les ondes qui portent son nora sont eonsid4rdes 
comme des ondes libres, persistantes, non sujettes ~ l'&bsorption de la part  
du milieu. Or, l 'observation prouve que I 'absorption de la part  du milieu 
est tr~s forte pur les p~riodes plus petites e~ tend ~ d~croltre rapidement 
pour atteindre la valeur de e -~176176176 environ pour des pdriodes de l'ordre de 20 s. 
La nouvelle th6orie prouve que darts un  milieu firmo-~lastique (avee un 
rapport /~/#' ---- 50 see -~ conforme A la moyenne des valeurs observdes) cela 
est pleinement d6montr4: par tant  d 'une absorption tr~s 41ev4e pour de 
petites pdriodes pour arriver ~ des p4riodes de l'ordre de 20 s e t  pour/~//~' = 50, 
le coefficient d'absorption devient de l'ordre de 0.0003 qui est pr~cisdment 
celui g6n~ralement fourni par l'exp6rience. 

1. P r e m e s s e  s u l l e  o m o g r a f i e  v e t t o r i a l i .  

Si sa che ~ de l t a  operazione vettoriale ogni oper~zione che m u t a  
un  vet tore in  u n  al t ro;  il simbolo con eui l 'operazione viene indica ta  
detto operatore [1]. 

Un 'operazione vettoriale l ineare - -  tale cio~ che soddisfi alle condizioni 

(mu)  : m ~ u ; o ~ ( u  1 - F u s ~ . . . ) = a r  1 H - ~ u s q -  . . . .  d o v e  cr ~ un  

operatore ed u, u 1 . . . .  ve t tor i  - -  ~ de t ta  omogra/ia. 
Fra  i var i  t ipi  di omografie vet torial i  ricorderemo i seguent i :  
1. L'omogra/ia assiale, che t rasforma u n  vet tore  nel  suo ortog0nale. 

.--> 

Se o~ ~ u n  operatore ed a u n  vettore, l 'omografia assiale si indica col 
simbolo 

0r z ( ~ A .  

U n  vet tore parallelo a d a  ~ viene ev identemante  t rasformato in  un  vet tore 
nullo. 

2. S e a e - ~ s o n o  vettori ,  un 'omograf ia  per la quale 

~ - ~ •  ~ a x b  z ~' 
det ta  omogra/ia coniugata di ~;  la indicheremo con K vr 
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detta omogra/ia simmetrica o dilatazione, ogni omografia uguale 
Mla sua coniugata. 

per definizione 

a (~ + K ~) Dec = ~  

la dflatazione di ec. 
Una qualunque omogr~fia pu6 quindi scriversi identicamente 

~ =  2-1 (cr K ec) H- 21 (ec__Kec). 

Riguardo M secondo termine de1 secondo membro osserviamo quanto 
segue. 

Si prova che un'omografia uguale alla propria coniugata cambiata 
di segno ~ un'assiale. Infatti, se 7 g una tale omografia (~ = -  K ~) 

e se v g u n  vettore, ricorrendo alla terna fondamentale i, /c, potremo 
scrivere 

v = (~j  x k) i + (7~ x i) j + (~i x j) 
da cui 

-~ 7 -->-~ ; -->---> --> ---> 
A = 7 i ,  v A  = 7 J ,  v A k = T k .  

quindi un'assiale; un'assiMe ~ quindi anche ( ~ - - k  ~). Perganto, ogni 
omogra/ia ~ sempre la 8omma di una dilatazione e di un'assiale , l 'una o 
l'Mtra potendo ~nche essere nulla. 

1 ( ~ - - K ~ )  pub esprimersi nella forma canonica v A ;  L'assiale 

percio, si puo porre 

a-- (o~ - -  K ec) = V ec A ,  (]) 
2 

dove V ~ ~ detto il vettore dell'omografia ec. 
Fa t ta  la posizione 

1 (~ + K o r  
2 

potremo scrivere 

ec = D e c  + V , A .  (2) 

du I1 doppio vettore dell'omografia ~ si chiam~ il rotazionale (o la 

rotazione o i l  vorticate) di ~ e  si indica, come ~ noto, con rot u. 
dunque, per definizione, 

du 
rot u = 2 V~7 ~ = 2 V a, 

da cui 

rot u A  = 2 V c~ A. 
Arch..~Iet. Geoph. Biokl. A, Bd. IV, Zentralanstalt-Festscbxift. 27 
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Ora, se s ( P )  r app re sen t a  una; deform~zione inf ini tes ima,  a l lora  

ds 
~ ~ ~ ] 'omograf ia  del la  deformazione elast ica.  

Si ha  quindi,  per  ]a (2), 

a~ d~ 1 rot sA. (3) D ~ = 3 ~  2 

Per  ]a (1) e ]a (3) ~ ancora  

--~ d8 
d s  _ ro t  s A ~ K d~"  (4) 
d P  

3. R icord iamo ancora  che si definisce come i s o m e r i a  ogni omograf ia  
p rop r i a  a (non degenere),  la  cui coniugata  sia uguale  a]la p ropr i a  inversa  : 

K a = a  -1, cio~ K a . a - - - - 1 .  

Le isomerie  lasciano inva r i a t i  i modul i  dei  ve t to r i  e gli angol i  che 
quest i  fanno t r a  ]oro. 

4. Sia or (P) un 'omogra f i a  de] ]?unto P .  Pos to  P ~ h a, se 

l im o~ (P + h a) - -  a (P) 
h ---> o h 

esiste, esso cost i tuisce la de r iva t a  di ~ r i spe t to  ~ P ,  nel la  direzione di 

a e si indica  con il s imbolo d P  a.  

La de r iva t a  di  ~ nel]a direzione del l 'asse  delle ~ si pot rs  quindi  cosl 

r appresen ta re  : ~ f i  ~ : - ~ .  

Si p rova  che 

v •  (5) 

bas t a  riferire v ad  una  t e rna  fondamenta le ,  considerandolo come r i su l t an te  
delle sue der iva te  nel la  direzione dei  t r e  assi x, y ,  z.  

Assegna ta  un 'omogra f ia  funzione di P ,  ~ (P), esiste sempre  un  vet-  

tore  v soddis lacente  al la  (5). Tale ve t to re  ~ de t to  il g r a d i e n t e  del l 'omo- 
graf ia  cr per  cui, per  definizione, 

g rad  oc • a = d iv  (k ~ a). 

De te rmin iamo ora  il g rad ien te  del la  (4). 
--_> 

I n t a n t o ,  per  ~ = u A ,  

grad  (u A) • a ~ - -  d iv  (u A a). 

Dal la  teor ia  dei  vet tor i ,  e dal l 'essere  a un ve t to re  costante ,  segue 

grad (~ A) • = - - - ]  • rot ~. 
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--" o u  -" Per l 'arbi t rar ie tg  di a e facend : rot  s A, si ottiene 

grad rot s A = - -  rot rot s. (6) 

Si ha inoltre, per essere d P  un vet tore  indipendente da P,  e per la de- 
finizione di gradiente (in senso vettoriale), 

grad ~ ~ x d P  : d (div s) 

= grad div s X d P .  

Poich~ d P  ~ un vet tore  qualunque, potremo quindi concludere 

ds 
grad - -  - -  rot  rot  s +  grad div s. (7) 

d P  

5. Si definiscono come invarianti  I, I I e  I I I  di un 'omograf ia  cr i 
numeri  reali relativi 11 c~, I~ ~, 13 cS funzioni della sola c~, ta]i che qualun- 

que siano i vet tori  u, v, w si abbia sempre:  

~1 ~ = 

TATx= 
~vA~ X +~wA~uxv+~uzi~v• 

-_> .__> ___> 

uAvXw 

a u A  a v  • cow 
Ia ~ -= 

ZtTx  
I rappor~i a seeondo membro delle espressioni di 11 vr I e c~, I a ~ non 

dipendono dalla pargicolare terna di u, v, w; dipendono solo da ~. Donde 
la qualifica di invariant i  di cr da ta  alle tre grandezze 11 cr I~ cr I s c~. 

F ra  le notevoli  proprietg delI ' invariange ~erzo, va  no ta t a  la seguenge: 

I a (fl ~) = I s/~- I s ~x, (8) 

clog l ' invariante  terzo di un prodot to  ~ uguale al prodot to  degli inva- 
rianti  terzi dei singoli fattori,  come si prova subito costruendo I a/5 

___> ---> 

sulla terna  a i, or ], ~ k. 

Se si sceg]ie per semplicitg la terna fondamentale  ~, j~ k~ avremo per 
gli invar iant i  le espressioni 

1 1 ~ = ~ i  X ~ ? ' X ~ @ C c k  X k ,  

I = ~ x = a  ~ x ] x l c + ~ x ~ A ~ r  x i + o c k A ~ i •  (9) 

Ia o~ : ~x i A cc j • ~x k. 

27* 
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Sia P = P (x, y, z). Con riferimento alla terna fondamentale, poniamo 

u ( x  -~ -~ , y, z) = u l i  + u2 j  + u~lc. 

Per definizione 

div ~ 0ul ~u~ aus 

du 
Determiniamo l ' invariante primo di ~ .  Si ha, dalla (9), 

du du ~. ~ du ~ -~ du ~ "-~ 
I ~ ~ x  4 - ~ l X j - i - ~ / c x ] ~  

Ou 1 Ou2 Ou 3 

du -~ du 
come si ottiene facilmente determinando ]e espressioni di ~ i ,  ~ 1, 

d P " "  

Consegue -~ du 
div u = 11 (10) 

dP" 

Omografia della deformazione elastiea. 

Sia s il vettore-spostamento di un generico punto P di un corpo 
elastico, sottoposto a deformazione. Ad ogni valore della funzione vet- 

toriale s ( P )  corrisponders una determinata deformazione. 

Sia P1 = P + d P  un punto infinitamente vicino a P ;  e siano P '  
e P~' i punti  corrispondenti a P e a P1, dopo la de%rmazione. 

A meno di infinitesimi di ordine superiore, si ha 
--> 

P I ' - -  P '  = d P  + ~ dP.  

ges t a  cosi definita la deformazione della particella considerata. La cor- 

rispondenza fra gli elementi P1 - -  P = d P  della particell~ indeformata e 

gli elementi P~' - -  P '  ~ dP '  della stessa particella, dopo la deformazione, 

ds 
dipende dall 'omografia ~ ,  detta appunto omogra/ia della de/ormazione. 

Indicandola con er avremo 

alP' = (1 ~- r dP.  (11) 

L'elemento della deformazione si deduce quindi da quello indeformato, 
applicando a quest 'ultimo l 'omografia 1 + cr 
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S e a  ~ un'isomeria, funzione del punto P, e ~0 una dilatazione, si prov~ 
che 

a ~ : l  ~ -~ .  (12) 

L'isomeria a rappresenta la rotazione della particella in P. 
Poieh~ nell'identit& (q~ = 1) ~ 1 ~- ~ = a, la q~ viene a rappresentare 

la pura deformazione (strain degli Inglesi; Formdnderung dei Tedeschi). 
La pura de/ormazione (dilatazione), la rotazione (isomeria) e la traslazione 
P ' - -  P costituiscono la Titt generale de/ormazione di una particella di un 
eorpo elastico de/ormato. 

Dilatazione eubiea e dilatazione lineare. 

Si definisce come dilatazione cubica la variazione di volume, riferita 
all 'unit~ di volume, subita da una particella. Identifichiamo quest'ul- 

t ima con un parallelepipedo infinitesimo di spigoli d 1 P, d 2 P, d s P. 

Siano d 1 P',  d 2 P',  d s P '  gli spigoli dope la deformazione. Ricordando 
la (11), si ha allora per il coefficiente di dflatazione cubica l'espressione: 

~ =  ( l + a )  d l P A ( l + a ) d 2 P •  1. 

d 1 P A d 2 P X da P 

Cio~, per definizione di invariante terzo, 

1 §  =Is  (1 + ~); 
e ancora, per la (12) e la (8), 

1 -~-~ = I a a .  I3qJ. 

Ma l ' invariante terzo di un'omografia ~ uguale all ' invariante terzo dell'omo- 
grafia coniugata; perci6, essendo a un'isomeria, ~ I s a = 1. E pertanto 

1 ~-# ----la~. 
Valendosi delle loropriet~ delle isomerie, si prova che, a meno di infinite- 
simi di ordine superiore, 

(1 + ~)2 : ia (1 ~- 2 D~). 
Svilupp~ndo il secondo membro, in base alla definizione dell 'operatore 
terzo, si ottiene infine, sempre a meno di infinitesimi di ordine superiore 
e ricordando la (10), 

- ->  

ds --> 
v ~ : I  l c r  l ~ P  = d i v s .  (13) 

I1 coe//iciente di dilatazione cubica in un punto ~ date dal valore della di- 
vergenza dello spostamento in quel punto. 

Passando al coefficiente di dilatazione ]ineare, osserviamo che in un 

punto P e nella direzione dP esso ~ definite da 

rood dP" 
~ - -  1. 

rnod dP 
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Fa t to  d P  = h a (a, vet tore  unitario), si ha  per 1s (11) 
----)  

e = mod (a + ~ a ) - -  1, 

e per Is  (12) 

1 + e = m o d a ~ a = m o d ~ a ,  

in quanto, come si ~ visto, le isomerie conservano i moduli  dei vettori.  
Sarg quindi 

(1 + s ) 2  = ~ a  Xq?a,  

da cui, entro i limiti dell 'spprossimazione ammessa e r icordsndo che a 
vet tore costante, 

---> " - ~  d 8  ----> ---> 
~ = e c a  •  __. a • a. (14) 

d P  

I n  una  de/ormazione in / in i tes ima,  i l  coe//iciente di dilatazione lineare, in  
--->. ----> 

un  punto  P e nella direzione a, ~ uguale al prodotto scalare di a per la deri- 
vata dello spostamento in  quella direzione. 

Siano a, b, c tre direzioni ortogonali (a A b • c = 1). Per la (13), 
la (9) e la (14) si ha :  

v~ = s i ~- s 2 -[- sa, (15) 

dove s~, s~, s 3 sono i coefficienti di dilatazione linesre nelle direzioni 
- ~  - - - >  .---> 

a, b, c uscenti da P. 

ltelazione tra la omografia delle tensioni interne in un eorpo elastieo e 
l 'omografia  della deformazione iniinitesima. 

Sia D~ l 'omografia della deformszione infinitesims in un punto  P 
di un  corpo elastico, omogeneo, isotropo, sot toposto sll 'szione di un  
sistems di forze, di masss  (generalmente trascurabili) e di superficie, 
che lo conducono ad un nuovo s ts to  di equfiibrio. 

- ~  ---> ----> 

Siano i, j, lc le sue direzioni nel generico punto  P .  Se a i, %, a 3 sono i 
coefficienti di dilstazione l ine,re in P helle direzioni considerate, ~vremo 

D ~  i : ai  i, D ~  j = a2 j, Do~ l~ : a3 lc,. 

Sis fl la corrispondente omografis  delle tensioni elastiche interne, con- 
seguenti slla deformszione infinitesims. Sisno Pi, P2, P a l e  pressioni 

.-> --> --> 

nnitarie sgenti, secondo le direzioni i, ], k, su un para]lelepipedo infinitesi- 
too, oppor tunamente  isolato. Per l 'equilibrio, e grazie Ml'isotropis del 
corpo, dovrg essere 

3i =pl i ,  3J =p2J, 3~ =p3k. 
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Ora, dalla teoria dell'elasticitY, nel caso della validit~ della legge di 
HOOKE, s i  S& che 

Pi = - - ~ - - 2 / t a i ,  (i = 1, 2, 3) 

dove 2 e # sono le costanti di LAMfi. Nel nostro easo, poich~ v~ = a 1 
-~ a 2 @ a3, sara, per la (13), 

fl = - -  2 d i v ~ - -  2#  Da,  (16) 
oppure, per la (3), 

ds § # ' rot  sA.  (17) f l = - - 2 d i v s - - 2 # ~  . 

Equazione fondamentale sulla propagazione del moto in un mezzo 
elastico, isotropo. 

Un corpo elastico isotropo, di densits ~, sia mantenuto in uno stato 

di deformazione da forze ~ F ds, agenti sopra ogni elemento di massa 

ds, e da altre forze R da, agenti su elementi da della sua superficie 
libera. 

Sia &o un elemento piano del corpo di centro P, la cui giacitura 

individuata dal versore n, che gli ~ normale in P. Esiste allor~ un'omo- 

grafia fl, funzione dei punti P, tale che il vettore f ln  do definisce la 
tensione elastica che si manifesta in P, attraverso l 'elemento do). 

Se si pensa ad una porzione S del corpo, l imitata dalla superficie (o, 
per l'equilibrio nel primitivo stato di deformazione dovr~ essere 

/ =0, (18) 
S co 

f (P--O)A qFdS--kf  (P--O) Aflnda) = 0. (19) 

Trasformando l'integrMe di superficie in integrale di spazio, la (18) 
diviene 

f F - -  grad dS = 0, 
S 

che dovendo essere soddisfatta qualunque sia S, d~ l 'equazione di 
equilibrio sotto la forma 

e F = grad ft. (20) 

E looich~ si prova che la (19) ~ identicamente soddisfatta, la (20) resta 
la sola condizione per l'equilibrio. 

Sul]a SUloerficie libera del corpo dovrs naturalmente essere verificata, 

in ogni punto, la condizione R : fln.  
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Espressa in funzione delle eostanti elastiehe del corpo, vale per fl la 
(16) o ]a (17). Per la (17), la (7) e la (6), la (20) si pub serivere 

0 F d- (4  + 2#) grad div s - - #  rot rot s = 0, 

che g l'equazione eui deve soddisfare lo spostamento s d e l l a  deformazione 
infinitesima. 

Dall'equazione d'equilibrio si passa a quella del moto mediante il 
prineipio di d'AL~MB~T, aggiungendo cio~ alle forze applieate, le forze 
d'inerzia col segno eambiato, ehe per unitg di volume, nel nostro caso, 

sono - -  ~ ~ t  2 . 

Si ha quindi infine 

a 28 "-~ --~ 
e - ~ -  = 0 2, + (Z + 2#) grad d i v s ~ #  rot rot s, (21) 

ehe g l 'equazione del moto. Tale equazione g di fondamentale importanza 
in tu t te  le teorie relative alla propagazione del moto, in un mezzo isotropo, 
elastico. Essa ~ soddisfatta, com'g noto, sia da onde irrotazionali, sia 
da onde equivoluminali. 

2. T e o r i a  v e t t o r i a l e  de l l e  o n d e  di  R a y l e i g h ,  i n  u n  m e z z o  
i n d e f i n i t o  p u r a m e n t e  e l a s t i c o .  

ban noto lo studio fat to da Lord EAYLEm~ [2] sulla propagazione 
di particolari tipi di onde alla superfieie di un mezzo puramente elastico, 
isotropo, indefinito. Tall onde subiscono uno smorzamento, pifl o meno 
accentuato, con la profonditk. Esse risultano dalla sovrapposizione di 
due sistemi di onde proprie del mezzo, unolongitudinale e l 'altro trasversale. 

Supponiamo che Passe z sia rivolto positivamente verso il semispazio 
oceupato dal corpo elastico in questione. 

Nella (21), equazione generMe del moto, possiamo ritenere nulla la 

forza i~ applicata all 'elemento di massa. 
Se indiehiamo con a e b rispett ivamente la veloeits delle onde longitudi- 

nMi e trasversali, la (21) pub seriversi: 

03 s _ aS grad div s - -  b ~ rot rot s. (22) 
~t ~ 

Poniamo 

7 =  (P)+ :(e)] (23) 
p = - ~ -  la ioulsazione del moto (T, periodo). essendo 

.--_> 

Se s 1 rappresenta il vettore spostamento determinato dalle onde 
. . - >  

longitudinMi e u quello relativo alle onde trasversali, dovr~ essere: 

rot s 1 = 0, div u := 0. (24) 
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L a  (23) sar~ s o d d i s f a t t a  se s 1 ed  u v e n g o n o  d e t e r m i n a t i  in  m o d o  che 
r i su l t i  

a s g r a d  d i v  Sl =- - -  p2 Sl ' b 2 ro t  ro t  _~ p2 u. (25) 
--9. 

Se v ~ ~ u n o  sca la re  e c u n  v e t t o r e  cos tan te ,  p o n i a m o  

s 1 = g r a d  tg, con v~ =- e( P - -  O)  x c 

A v r e m o  a l lo ra  

81 ---~ ~ C. 

Sar~ ino l t re ,  poich~ d i v c - =  0, 

d i v  s 1 --~ g r a d  ~ X c. 
~3 i no l t r e  

g r a d  d i v  s 1 = c 2 ~ c, 

p e r c i b ,  l a  p r i m a  del le  (25) d iv i ene  
p~ 

C 2 ~ - - ~ .  

c ~ qu ind i  u n  v e t t o r e  imag ina r io .  
S e x  y ~ il  p i a n o  l i m i t e  superf ic ia le ,  p o s s i a m o  qu ind i  scr ivere ,  in  f o r m a  

esp l ic i ta ,  

81 ~ ~ - - h z .  ~ i ( m x  + n y )  . c. 

Si h a  a n c o r a  
c 2 : (grad vq/v~) 2 

= ( - - h k ~  ~ -  i m i  -~  i n ] )  ~. 

Consegue  
h 2 - -  m 2 - -  n 2 : - -  p2/a~.  (26) 

Se v e c 1 sono v e t t o r i  cos tan t i ,  p o n i a m o  a n a l o g a m e n t e  

u --~ v~ 1 v, d o v e  v~ 1 ~ e( P - 0) •  

P e r  ]a s econda  del le  (24) ~ a l lo ra  
---) 

v~l d i v  v ~- g r a d  ~ • ~ = O. 

Ma  d i v  ~ ~ O, segue  q u i n d i  

c 1 X ~ = 0, (27) 

r e l az ione  c a r a t t e r i s t i c a  del lo  s p o s t a m e n t o  t r a sve r sa l e .  

Da l l ' e s s e r e  ro t  ~ ~ 0, ro t  c 1 A ~ ~ 0, ne  v i e n e  

ro t  u = v~ 1 c 1 A z, 

ro t  ro t  u = ~1 cl A ( d  A v). 
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O r a  ___> . _ ~  ____> ~ ---~ --> ~ ---~ - - >  

c l A  ( c lA  ~) ---- (c 1 • z )~c l - -  (c 1 x 01) T ;  

per  la  (27) 6 quindi  

rot  rot  7 ~ - -  01 c '2 ~. 

Dal la  seeonda delle (25) avremo p e r t a n t o  

c12 ~ _ _  p~/b 2. 
_____> 

Anche c 1 ~ quindi  ve t to re  imaginar io .  Po t r emo  scrivere 
.__> - - >  

u z e - k z .  e i ( m u §  �9 T. 

Ana logamen te  al la  (26), avremo 

]C 2 _ _  m s _ _  n 2 _ p 2  
b 2 "  

La  (17) lega, come si ~ visto,  le tens ioni  elast iche in te rne  agli e lement i  
del la  deformazione inf ini tes ima,  p rovoca ta  ne] mezzo. 

Al la  superficie l imite  de1 mezzo (z = 0), t a l l  tensioni  dovranno  annul-  
lars i  : 

--> .__> 

717+ ro TA =0. 

Ricordando  le espressioni  di a e b, si t r ae  ~ - -  a S - - 2  b 2 # b2 Ponendo  ta le  

r appor to  uguale  a q~, avremo 

-->-~ d s  ~ ---> __> 
q 2 d i v s . / c - k  2 ~ - k - - r o t  s A k = O. 

Per  la  (23) e le (24), av remo ancora  

q~ d iv  s I �9 k -? 2 ~ ~z ~ ~z-_ - -  rot  u A/c  ---~ 0. 

Tal l  re lazioni  valgono n a t u r a l m e n t e  sul p iano z ~- 0, dove 0 = 0 r Si ha  

-> -> _> ~ _ _  ~(01z) -> as _ ~(Oc) _ _ _ ~ h c ;  ~u - - - - ] c O ~ : .  
~z ~z ~z ~z 

.--_> 

Dalle espressioni d i s  I e d i - ~  si deduce,  ev identemente ,  

---> ~ ---> .___> 

/c •  k •  (28) 

R ich iamando  le espressioni  di d iv  s 1 e rot  u, e d iv idendo  per  ~, avremo 

__~ . . ->  .___> .___> .___> - - >  

q2c2 k - - 2  h c - - 2  k T - -  (cl A T) A k = 0. (29) 
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Dalla (29), mol~iplicando scalarmente per k, si ottiene 

q ~ c ~ - - 2 h c  x k ~ 2 k v  x k = O ,  
da cui, per le (28), 

"-~ 2 h ~ + q~ c ~ 
~: X k - -  (30) 

2k  
]~ inol~re 

(c 1 A v) A k = - -  k r -=  (~ • k) c 1; (30') 
e, per le (28), 

c - = - - h k ,  c l = - k k ;  c ~ - - c - = ( h - - k )  k. 

Percib, r icordando l~ (30), dalla (29) si ottiene 

2/r ~ -~ [2 k q2 c2 § ( h - - k )  (2 h 2 § q2 c~)] k § [2 h § qe c2 4 h k] c, (31) 

relazione che esprime il vet tore  v in tunzione dei vettori  k e c e delle 
~ltre grandezze che definiscono il mezzo e i l  moto.  

Mol~iplichiamo la (31) internamente  per c 1. Per  la (27), le (28) e os- 
servando ehe 

x = c x D + k ( h - - ~ ) ]  

si perviene ~lla relazione 

q2 c 4 __ (2 h ~ § q~ c 2) (h ~ § k ~) § 4 h k (h 2 - -  c 2) § 2 h 2 c 2 - -  0. 

Facc iamo la posizione 
12 = m~ + n ~. 

Consegue allor~, 
h 2 =_ c2 § p; k2 = c,2 + / ~ ;  q2 = (c,2 __ 2 c~)/c~; 

ei6 che eonsente di ot tenere 

(~'~ + 2 i~) ~ = ~: l ~ I /~ -~7~  1/2 ~ + 12, 
da cui, dividendo per  14 e facendo ]e posizioni 

C2 C/2 

consegue 
(~"~--2)  4 ~  16 (1 ~ )  (1 ~ ~2) = 0, (32) 

che b l 'equazione di R A l E I G h .  
Ad essa si pub dare una  forma pifi signific~tiva, introducendo le 

velocitg del]e onde longitudinali a e trasversali b, e la velocits V~ = 
g 

detle onde di R~tr1,~Io~. DaIle espressioni di c e e c% risulta infatt i  

~---- ; ~ =  
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e la (32) diventa 

b 2 b ~ ] 

Sotto tale forma l'equazione di l~AYL]~IGI4 si brova comunemente riportata 
helle varie trattazioni sull'argomento. 

Poich~ ~2= b2 ~-~12, la (32) diviene 

~16-8~14~-8 3 - - 2 ~ -  ~ 1 2 - 1 6  1 - - ~ -  =0. (34) 

Questa equazione ha semlore una radiee comloresa t~ra zero e 1. 
Quando il modulo di PoIsso~ ~ uguale a 1/4, risulta ;t = #  e quindi 

b 2 1 
- -  La (34), fat to $ 1 2 =  ~', diventa: 

a S 3"  
3 ~3 __ 24 ~2 _~ 56 ~ - -  32 --~ 0, 

le cui radici sono 

~ 1 = 4 ,  ~ = 2 ( 1 - f -  1/33), ~ 3 : 2 ( 1 - -  ~ - -~ ) :0 ,8453 .  

Essendo p2/b2 = ~ /2 risulta 

~2 = / 2  (1 - -  r h 2 = ff 1 - -  ~- ~-. (35)  

Valori reali per h e /~ si possono avere solo per valori di ~ minori di 1; 
quindi solo l 'ultima radiee consent;e signifieato fisico. Per essa si ha 

h = 0.8475 [ / ~  ~- n 2, k ---- 0.3932 ~ / ~  ~- n 2. 

La ve]ocits di propagazione 

/ ;  r/~ - pl - l / ~ b  = 0 , 9 1 9 4  ~- .  (36)  

La veloeit& di proioagazione delle onde di RArs~IG~ risult~a leggermente 
inferiore alla velocit~ delle onde grasversali piane, Ioroprie del mezzo. 

Determiniamo ora le espressioni degli spostament~i, in senso orizzontale 
e in senso verticale, di una particella raggiunta da un'onda di RAYLEmm 
Lo spostamento complessivo in senso verticale sark dato dalla somma 

Sl • -~ •162 

Consideriamo come piano principale il piano x z (y = 0; /----m). 

Si ha 

81 X ~ ~ e  - h ~ ' e  i ( m ~ + p t ) ' c  X ~ ;  

~ .--9, ._~ 
X ~, ~ 6 - k z "  e i ( m ~ + ~ t )  " v  X It,. 

Per ]a prima delle (28) e per la (30), consegue 

-~ -~ -~ ( ) 
( s ~ §  x k =  ~ h e  -~ "-t- 2h ~+q~e ~ 2 ~  e -lr e i (~ t+mx) .  (37) 
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Analogamente,  
espresso da 

lo spostamento complessivo in senso orizzontalo sara 

(s~ § u) • i. 

81 X i = i m e - h z "  e i ( p t  + m u )  

U X i ~-- e - k z .  6 i ( p t + m x )  �9 T X i .  

I n  superficie, 
si ha  perci5 

{ 4  - .  

Moltiplichiamo Ia (29) scalarmente per i. Per  la (30) e la (30'), e osser- 

vando ehe c •  k x i = 0 ,  c 1 x i = i m ,  si ottiene 

�9 ~ . m 2 h ~ - k q ~ c ~ - - 4 h k  

k 2 k  ' 

relazione che sl poteva  anche trarre immedia tamente  dalla (31), moltipli- 

candone ent rambi  i membri  internamente  per i. 
Avremo per tanto  

(81-~-%) x i = i m  e - h Z +  2 h a + q 2 c a - - 4 h k  2 ]c2 e - k  z ei (p t + m x). 

per z = 0 e l imita tamente  alla par te  reale (onda progressiva), 

( ) X k ~--h - - 1 - ~  2h2+q2c2  
2 h k cos (p t -~ m ~r 

(38) 

I ( S l + U )  •  1 q- 2h a + q a c a - 4 h k  s i n ( p t + m ~ ) .  
( 2k a 

Espr imiamo i termini t ra  parentesi  nei coefficienti di cos e sin, in funzio- 
ne della radice dell 'equazione di I~A~EmZZ, minore dell 'units Si ha 

2 h  a -~ q2 c a _ 4 k •  2 - -  Sx a - 4  V ~  V 1 - -  ~ 
= ~- - -  0.5773; 

2 k a 2 ( 1 - -  ~1 a) 

2 h a + q2 ca __ 2 - -  ~1 a = 1.7320. 
2 ~ k 2 V v : ~  V 1 - ~ 

Per  z = 0, b quindi, r icordando che h = 0.8475. f 

W - -  (sl + u ) •  _ 0 . 6 2 0 4 c o s ( p t + [ ~ ) ;  H - -  (sl + u ) •  _ 
/ / 

= - -  0.4227 sin (p t ~- / :~). 

Una  particella raggiunta  da un 'onda  di l~AYLv, mrr descrive quindi orbite 
ellittiche, di equazione 

W 2 H a 
(0.6204) ~ ~- (0.4227f --  1. (39) 

L 'asse ve~icale  di tall orbite ~ circa una volta  e mezza quello orizzontale; 
precisamente, il pr imo diviso il secondo d~ il numero 1.467. 
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Per un modulo di PoIsso~ uguale a 1/4, gli Spostamenti orizzontali e 
verticali, destati da un'onda di ~AYLEIGK, che obbliga la particetla 
raggiunta secondo un'orbita ellittica, hanno l'espressione generale 

(sl + u) • i 
- -  (e-hz __ 0.5773 e-~ z) sin (p t 4- f z); ] 

+u)  x k  
- -  0.8475 ( - -  e -hz 4- 1.7320 e-~z) cos (:pt 4 - /~ ) .  ] 

Le onde, cui tali spostamenti sono lega~i, si propagano, come si ~ visto, 
con la velocit& 

p/, = 0.9194 ~ / ~ .  

3. C o m p o r t a m e n t o  de l l e  o n d e  di  R a y l e i g h  in  u n  mezzo .  
e l a s t i co ,  f i r m o - v i s c o s o  i n d e f i n i t o .  

La teoria di Lord RAYL]~IG~ diede origine a tu t ta  una serie di lavori 
sull'argomento, particolarmente notevoli quelli dei giapponesi NAKA~o, 
ARAKAWA e SEZAWA. 

Molti geofisici identificarono le onde di RAYLEIOH con le onde costi- 
tuenti 1~ fase massima di un terremoto. Tre grosse difficolt& perb si 
opponevano ~ questa identificazione : la costanza del rapporto t ra  sposta- 
mento verticale e quello orizzontale, ]a costanza della velocits di propa- 
gazione delle onde di RAYLEICH e la persistenza di queste ultime,. 
supposte ]ibere, senza smorzamento. L'una o l 'altra delle due prime 
difficolt~ venivano superate in successive teorie, m a i l  problema non 
appariva, con cib, risolto nella sua interezza. Inoltre, i progressi 
ottenuti, avevano richiesto di considerare la propagazione in un mezzo. 
stratificato. 

Tall ricerche si erano limitate a considerare un mezzo puramente 
elastico. E' noto perb chela materia, costituente la Terra, non ~ esclusiva- 
mente elastica: essa presenta, in proporzioni pifl o meno notevoli, altre 
cara~teristiche, particolarmente sensibile quella derivante dal]'azione 
dell 'attrito inferno, nora sotto il home di firmo-viscosit~. 

Mi sono proposto di vedere a quali conseguenze conduce il considerare 
l'~zione dell 'attrito interno, sommata a quella dell'elasticit&. 

Assieme alle costanti ~, # di LA~n~, dovremo introdurre due nuovi 
coefficienti, espressione dell'a~trito interno. Siano essi ~', # ' :  per Fat- 
trito inferno di volume ed e equivolumin~le, rispettivamente. 

Riprendendo 1~ trattazione con le omografie vettoriMi, la (17) ~ssumer~, 
la forma 

~ =__ ()~ 4- 2, ~_)div~_._2(#4- /z ,~)d8,4-  (/t 4- tt _~_) rot : A  , ,  0 

(17') 
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mentre l'equazione fondamentale sulla propagazione del moto, si potr~ 
serivere 

e ~/~ = (2 q- 2/z) q- (2' q- 2# ' )  ~ -  grad div -~ rot rot s, 

(21') 

dove si preseinde dall'azione, generalmente traseurabile, della forza F, 
applieata all'elemento di massa. 

Riprendiamo la ~eoria di RAYLEm~, con le opportune modifiehe, 
richieste dalla firmo-viseosits del mezzo. 

Le analoghe di c 2, c '2 saranno 

C 2 = ~ p2 �9 C '2 ---- Q P~ (40) 
~ q- 2/z + i p  (2' q- 2/z') ' #-4-ip#'"  

Naturalmente, si giunge, anche il questo caso, ad una equazione formal- 
mente identiea alla (34), dove perb il rapporto b2/a 2 b ora sostituito dal 
rapporto C2/C '~. 

Posto 

la (34) diviene 

(58 - -  8 (~2 _~ (24 - -  16 s) (~ - -  16 (1 - -  s) = O, (41) 

dove, essendo ~' = 2 u' [3], b, 
3 '  

C~ 9 ~ ,  -4- 4P 2 1 5 p ~ 7  
~ = - ~ -  = 3 §  

81 ~ 7  -4- 1 6 p ~  81 ~ + 1 6 p 2  

Fatte  le ulteriori posizioni 

d = ~ o +  , s = l  16' 

la (41) si trasforma nell'equazione 

La (42), equazione di terzo grado, complessa, b stata risolta per diversi 

valori de1 rapporto di ~ e de1 periodo T [4]. #' 
Si b trovato cosl ehe, per T --~ c% qualunque sia il valore del rapporto 

# 
g , ,  i coeffieienti dell'imaginario nelle radici dell'equazione della (42) 

tendono allo zero, mentre le patt i  reali delle stesse radici tendono ai 
valori che queste assumono per un mezzo puramente elastico (pag. 428): 

~1 --~ 4, :~--.  2 ( 1 -~  f f~ ) ,  :3 --~ 2 (1 1 ~ )  = 0.8453, 

1 dove  ~ = ~-. 
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Le radici dell'equazione classica di RAYL]SIG~, valevoli per un mezzo 
puramente elastico (caso ~ -~/~), costituiseono il limite cui tendono le ra. 
dici dell'equazione corrispondente in u s  mezzo elastico, /irmo-viscoso, per 
periodi tendenti all'in/inito, qualunque sia il rapporto #/#'. 

Per T --> 0, qualunque sia il valore di/z/# ' ,  si ha 

~ --~ 6.1563, $2 ~ 1.3691, Ss ~ 0.4746. (1) 
Mi limito a r iportare (tab. I) i valori delle radiei d3 = ~ eorrispon- 

denti, nel easo dell'elastieitS~ pura, alle radiei minori dell 'unit~ (d~ = 
= d ~ ' + i d 3 "  ). 

Si prova [4] ehe, per onde progressive, gli spostamenti  orizzontale 
e vertieale hanno l 'espressione 

H = {R sin p (t ~- g u) - -  S cos p (t ~- g ~)} e -~o~ 

Z = { - -  R '  cos p (t -~- 9 z) + S '  sin p (t ~- g z)} e-k0 ~, (43) 

dove R, R', S, S', sono costanti  
che assumono valori diversi a se- z) 
conda del periodo e dei valori ~-~x 
di /~/# '  (la tab. I d~ i valori per 
# / y  = 50 sec -1) e g b determinata  

f ~  
f~ 

f~ 

? 

Z pef ~/,~ t = 50.sec'7 
J per~ /,~/ = JO. sec -7 

fo 
2f$~ 

[ i I I [ 
u,5 ~,o 4o Tfsec./ 4o o r o,} rf~ee) ~,~ 

Fig. 1. Fig. 2. Velocita onde di I~AYZEIGH, 

in funzione delle radici della (41), del rapporto /~/#' e della veloeits 
vs delle onde trasversali plane, proprie del mezzo. 

Le (43) possono anehe scriversi 

H = A sin (pt + col) e -k. ~ 

Z = - -  B cos (lot + co2) e-ko % (44) 
Hove 

A = V R  2 + $ 2 ;  B = ~ / ~ + S  '2, 

R sin y - -  S cos y . t ang  0) 2 =- R '  sin Y + S '  cos 
tang o l  = R c o s 7  + S s i n y  ' R ' c o s y - - S ' s i n ? '  

essendo 
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Con un'ulteriore tras- 
formazione,  ponendo 

X = H e~0 ~, 

- - Z e r o S =  Y, 

~o~ = ~o~ + ~o ; / (45) 
p t  +og~ = ~ ,  ! 

le (44) s ipossono  serivere 

X = A sin t9 

Y = B cos (s + o)), 

da eui, e l iminando Y2 
ed e levando a quadrato, 

~Z 

si ha 

X ~ 2 X  Y . 
A~ + ~ sln~o @ 

y~ 
+ ~ - =  cos 2 co. (46) T" 

L'ellisse (46) non 6 rife- 
rita ai propri assi. II 

Per o~ = ~ oppure ~_ 

3 ~" 
~ - ~  l'ellisse si appiat- 

t isee in una tetra per 
l'origine : la vibrazione 
6 rettil inea. 

Se ~ = 0 oppure ~,  
l 'ell isse 6 riferita ai 
propri assi. 

Gli assi della (46) 
fanno rispetto ad X,  Y 
l'ango]o v ~, definito da 

tang 2 ~ = ~ 
A B  

= 2 B~__A ~ sine). (47) 

Anche in un mezzo/irmo- 
viscoso, le onde di tipo 
RAYLEIGK costringono le 
partieelle raggiunte su 
traiettorie ellittiche ; perd, 
a di//erenza di quanto 
avviene in un mezzo 
puramente elastico, tali 

~ ~ "  " ~ 

. ~ ~ ~  

~ d d d ~ d d d d  

~ R q R ~ q R R q q  

~ M M M ~ M ~ M M ~  
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traiettorie non sono ri/erite ai propri assi. Solo per periodi in/initamente 
pieccoli o in/initamente grandi (per i quali ~--> O) le traiettorie ellittiche 

tendono a quelle ri/erite ai 
propri assi, proprie di un 
mezzo puramente elastico. 
Nel caso T --  c% la traiet- 
toria coincide con quella 
richiesta daUa classica teoria 
di R A c e m e ,  nell'origine 
del moto. 

Per quanto concerne le 
~mpiezze, tenendo conto 
dei valori di A e B si 
trov~ che il rapporto 
dell' ampiezza del movi- 
mento verticale a quella del 
movimento orizzontale, da 
un valore prossimo all'unit~ 
per periodi pressochg nulli, 
tende rapidamente al valore 
1.47, che gli compete nella 
classica teoria di R~rLV, IGH 
(pag. 429) in mezzi pura- 
mente elastici; tanto pir 
rapidamente, quanta mag- 
giore ~ il rapporto #/#'. 

In  mezzi firmo-viscosi, 
il rapporto suddetto non 

quindi costante (fig. 1). 
Passiamo all 'effetto 

dell 'attri to interno sulla 
sec veloci~ delle onde di 

:Fig. 3. ~:~AYLEIGH. E s s &  v M e  

�9 2 wV, 

La tabella I r iporta i risultati dei calcoli pe r  il valore 50 del rapporto 
if /y,  al variare del periodo, l~e consegue che, da un valore teoricamente 
infinito per T -= O, la velocith delle onde di RAYL]~mH in mezzo elastico, 
che ammette attrito interno, tende al valore che essa assume in un mezzo 
puramente elastico cot tendere del Teriodo all'in]inito; e tanto pitt rapida- 
mente quanto maggiore ~ il valore del rapporto #/#'. 

L'azione dell 'attrito interno si  traduce quindi in una sorta di effetto 
sulla propagazione del]e onde superficiMi, che si presenta come propagazi- 
one anomala (fig. 2). 
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La  firmo-viscosit~ de te rmina  un 'azione di smorzamento  sulla pro- 
pagazione delle onde superficiali. I1 coefficiente di assorbimento  

k ~  % 1 / 2 ~ 1  p + p 2 ( ~ - )  2 [ ~ ( ~ 8 ' 2 ~ -  8 a " 2 ) { l ~ - P 2 ( ~ ) 2 }  - 

- -  ~ '  - -  ~ "  p ~- ]  ~-. 

La velocit~ di propagazione delle onde trasversal i  spaziali nello s t ra to  
superficiale terrestre,  v~le, come ~ noto, circa 3.3 km/sec.  Per  un tale  
valore  di v~ e assegnato a/z//z'  il valore 50, i calcoli hanno  fornito, per  
periodi diversi, i valori  r ipor ta t i  nella tabel la  (fig. 3). 

A periodi nuUi corrisponde quindi qzn assorbimento in/inito, il quale 
testa comunque elevatiasimo per piccoli periodi, con/ermemente all'oa- 
servazione; per periodi dell'ordine di 20 s e per #//z' = 50 (che @ il valore 
piA prossimo a quelli ]orniti dall'osservazione), il coeHiciente d'assorbimento 
diviene deU'ordine di 0.0003, the ~ appunto qudlo generalmente osservato. 
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