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ULTERIORE STUDIO SULLE OSCILLAZIONI LIBERE
; DEL LAGO DI SCANNO

P. Cavor - D. D1 FiLiepo - M. C. SPADEA

D. Di Filippo ha dedicato un lavoro (') allo studio delle oscilla-
zioni libere del lago di Scanno, al quale ha applicato i metodi di
Hidaka e di Defant. : :

Dalla forma della curva normale, riportata nella fig. 12, parve
possibile pervenire alle caratteristiche idrodinamiche del lago in que-
stione, applicando uno dei metodi suggeriti da Chrystal, e precisa-
mente quello che considera la curva normale formata da tratti retti-
linei raccordati.

Si sa che, in un lago a fondo rettilineo, dove la profondita in

un punto x & data da h(1 — — ), gli spostamenti orizzontali £ e ver-
a

ticali T di una particella alla superficie libera sono espressi da (?)

to=} A4 J,(w)+B Y, (o)} sin n(t—1)

E— -2£- A J(0)4B Y,(w) tsin n (—r7)
a .
dove
2x 2nay/ x
n—=— : o=—\|/1——
T ]/gh a

A e B essendo costanti arbitrarie e J,(w), Yn(®) funzioni di Bessel
e di Neumann di ordine m.

Vediamo di estendere ora questa teoria al caso rappresentato dal-
fig. 1.

Sia h la minima profondita nel punto C e hi, hs, le massime pro-
fondita in B e in D. Sia AB =p’;, BC=p;, CD = p,, DE—pz
Sia inoltre h; (1— _x_/) la legge di profondita per AB e hy (14 )

a, o

quella per BC, dove x & mlsurato entrambe le volte da B, positiva-

)per CD, he (14 ——) per DE,

mente da B verso A; hy (1—

2

dove x & misurato entrambe le volte da D, p051t1vamente da D verso
C. Allora le profondita in A, C, E richiedono che sia
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pi'=a SR, ( —&) =h, (1 T &) > py'=ay )

a, a,

h h

Pitp=a,(1——|+4a,(1— )
h, h,

cio che determina compiutamente @'y, a1, as, @'s.
- Gli spostamenti per il segmento AB sono

sin n (t—r,’)

1
b= — g AT (0,)+B,Y,(0,)

,

b %% AT 0,)+B, Yoo, ; sin n (t—1,)

a,
ar=22211_ %
Vgh, a;’

1

La condizione al contorno A, O, per w’; = O, & che sia sempre
=0, cioe

2By J.(0)
A'JO—{—B’YO:Odacul—‘:—- ‘
/J,(0)+B,"Y,(0) A, Y,(0)
S E e @) , ¥ i
Poiché lim —*—~- =0, consegue B’; = O. Percio, per punti si-
0=0 Y ()

tuati su AB, abbiamo

7

E= é—-’ J,(®,") sin n (t—r,’)

Wy
(1]
G Bt .
=—"4,/J(n,) sin n(t—1,’)
2a,’
In B, dove x =0, &
2 na,/ ,
0, = dais =00, g ocstendo; )= —22
Vghl ]/g’h
In B & pertanto
3=4/ J(na,’) sin n(t—t,’)
na,’ :
[2]

h
E=d ‘—2# Jo(na,) sin n (t—1,’)
1
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Analogamente, per il segmento BC abbiamo

1
b= _% A,J (0,)+B, Y, (»,) gsin n (t—r,)

y

- h
(=— ——g A,J, (o)i)-l-AB1 Y, (0,) gsin n(t—r,)

2a,
2na x
0,= ) [ R e
Vghi )
2na, R :
In B, dove x =0, posto v,= ——= =na«,, le equazioni scritte sono

quelle degli spostamenti in B. Uguagliandoli a quelli della (2), avremo:
=T —1

= —AL‘T Ji(na))

oy

g J,(na)+B,Y,(na,)

ol

1
i i A, J,(na,)+B,Y,(na,) % = —,Ai’]o(n a,’)
a

a, ;
; a a Rl
Osserviamo che - = —1. Fatte le posizioni
a,’ a,’
A=J,(na,)Y, (nay) —Jo (na) Y, (na,) [3]
h=1J (na)) Y, (na,)+Jo (na,)Y, (na,) [4]
w=1J, (nay) Jo (ray)+J, (na,)Jo (nay) [5]
otterremo
ak a, u
A= L1 4" " B==—-1-L4." 6]
: Ay ! : A . [

Per il segmento BC avremo pertanto

g A §}\]((0) plYl(mi)%siu n (t—1)
ONAYCH
[7]
hiAs :
Cz_é-;ﬁékik (0,)—u, Y, ((1)1)%5111 n (t—v),

Ponendo

2"‘111/ Py
1— 22 =n§f,
Vgh a,
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in queste equazioni, avremo gli spostamenti sul punto C; essi sono

Al g AJ, (nB) = u, Y, (nB) % sin n (z21)

E=
nf,Aa’
h A o
= éang Jo (nB)— 1, Yo (af) {sin n (t—1)
Per DC
fee L, %AJ1 (0)+B,Y, ((o._,)gsin )
2
h, { |
= —14,J,(0;)+B, Y, (w,) ¢ sin n (t—1y)
2 az? )
A Zna,_Vl__x_
3 Vghz a,

2 na, ! R
=na, gli spostamenti divengono

In D, dove x_O W= —
Vgh,

l sin n (t —T1,)

naz)-}—B Y, (n ag)’

Skl
5l
9]

h, (Ag Jo(nay)+B, Y, (n ag)%sin n(t—ry,)

A, J, (0y) + B Y, (wy)) % sin n (t—ry)

1
=}
@y’ ?
h
(=— -—”g A" Ty (0y) + B, Y, (0y) ; sin n (t—rt,)
2a, :
2 H%IV x
. = 1 + Al
; Vghz a,’

In E, per 0> =0, & t=0, cioe
Ay, (0)+ B Y, (0)=

Per una proprieta delle funzioni di Bessel, gia richiamata, consegue

B’ = O. Per DE & pertanto
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Al :
=" J(wy) sin n (t —1,)

=2t
Wy
[10]
hZ ’ ’ < ’
?;:-—gl o Jo(wy') sin n (t—t,)
2

In D &
e 2'na; : i ik 2a,
g — = T
Vghs : : Vghz
In D & pertanto
= e J, (nay’) sin n(t—1)
na,’
[(107]

2

i A, J,(nay/)sin n (t—1).

2a,

7—___‘
-

Uguagliando la [9] alle [10], risulta

Tg=—Ts/—T

1
Ay, (nay)+B,Y, (noy)

U

1 %Azjo(ncg)-{—BzYo(naz)% =
a,

a,
ARG a g,
Poiché — = —2%, fatte le posizioni
’

0y a,
[11]

(12]
. [13]

By=1, (na,) Yo (nay) —J, (nay) Y, (o)
7\9,:]; (n(lzl) Yo ("(’2) + Jo (nazl) Yl (n('z)
He= J; (nﬂz)-’o (nozl) =+ Jo (naz)]i (nGS,)

si ottiene
e ('v2 A2 A /

Per il segmento DC &

1" oy A .

— 22 J (0g)—us Y, (0,)
wg ay’ Ay

sinn (t—r1)

E:
[14]

=-EL31£1‘MJAwg—m=Yﬂég%ﬁnnh*ﬂ
2a, oy’ A, |
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2na2V
1— P2 —n Bacs
Vgh ay

gli spostamenti in C hanno I'espressione

Poiché in C &

ag A, ‘ z
— 23 S ) e T (i Do )—Lg 71 t-—
E (YzIHBgAg? 1Ll ’Sm Y
t= 2%:; —::, AK—:/ % Ao Jo (n Bo)—ps Y, @By) % sinn(t—r)
[14]

Uguagliando le [8] alle [14’] si perviene alla seguente equazione
per i periodi:

m nop,)—u n ( ( n f,)—u. Y, (n 2
hzﬁzaig}‘ijo( Bi)—m Y, ( ﬁ;)s-?)'sji( fe)—ue Y, ( 62)"“

i ; A T, (n B)—p, Y, (m Bo§ U T Y, Pl 0

[15]

dove 1,, 1,5 Ay, u, hanno le espressioni riportate nelle (41, [5],
[12], [13] rispettivamente (*).

2. — Applichiamo la teoria esposta al lago di Scanno.

La tabella I riporta i dati tratti dalla forma e dalla batimetria
del lago, dati che hanno servito, fra l'altro, a determinare la curva
normale, come da fig. 2.

Per I'applicazione della teoria esposta al n. 1, la curva normale
& stata schematizzata in quattro tratti raccordati (fig. 00).

Valendoci dei valori riportati nella tab. I abbiamo determinato
le equazioni delle rette cui appartengono i tratti 1, 2, 3, 4, della
fig. 1.

(*) I giapponesi Nakamura e Honda, trattando un problema analogo (3), in-
corsero in due errori: uno dovuto ad una svista di Chrystal -— contenuta nella
prima redazione della sua memoria (%) —, I'altro — piu grave — conseguente ad
incomprensibili dimenticanze di segno nel corso della traltazione analitica. Questo
fatto, principalmente, condusse gli autori citati ad ottenere per I'uninodale del
Jago di Hakoné un valore di 22™,47, mentre le osservazioni davano soltanto 15™ ca.

Tale divergenza, per loro inesplicabile, venne attribuita alla scarsa approssi-
mazione del metodo. In realta, corretti gli errori di segno accennati e rifatti i
calcoli con la formula da noi ottenuta, si ottiene per I'uninodale del lago Hakoné
il valore di 14™ ca, molto prossimo quindi a quello osservato.
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TABELLA I
% x S(x) b(x) L (%) o (x)
;g complessive
m m?2 m hm?2 hm3
0 0 0 0 0 0
1 80 6540 424 3,4240 2,77296
2 160 9060 492 6.9760 4,45752
3 240 11080 572 11,4560 6,33776
4 320 13320 662 16,2880 8,81784
5 400 15960 724 21,6640 11,55504
6 480 17560 736 27,4240 12,92416
7 560 18660 758 33,2480 14,14428
8 640 18080 750~ 39.2000 13,56000
9 720 17940 714 45,0880 12,80916
10 300 17640 680 50,7200 11,99520
11 880 15760 650 56,0000 10,24400
12 960 15960 712 61,3760 11,36352
13 1040 17120 736 67,0720 12,60032
14 1120 17800 748 73,8880 13,31440
15 1200 18320 776 80,8320 14,21632
16 1240 17040 800 84,5120 13,63200
17 1280 14120 726 88,5440 10,25112
18 1360 11840 520 94,6560 6,15680
19 1440 10200 472 98,8800 4,81440
20 1520 6520 368 102,3040 2,39936
21 1600 5360 348 105,2800 1,86528
22 1680 5060 396 108,0640 2,00376
23 1760 2600 380 111,1040 0,98800
24 1844 0 0 112.5120 0
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Cio ci ha consentito di calcolare i valori delle costanti hy, ha,
h... Si & ottenuto:

a,'=p,/=30,97 ;: a,=—90,78 .5 a,—89,84" 5 a,'=p,=33,14 hm? ;
pi=25,81 N p2=22,60 hm? :

h,=14,82 " ; h,=14,17 ; h=10,60 hm?
Ne consegue:

a;=150,93" 3 Ta, —152/41 o} =—51438"" s 110,4—=56{22: sec';
B,=127,69 ; B,=131,87 sec.

Periodi. — 1 valori ottenuti consentono la risoluzione dell’equa-

Fig. 1

zione dei periodi delle possibili oscillazioni libere del lago di Scanno.

Per quanto riguarda la sessa uninodale, il valore di n che rende
praticamente nulla la [15] & 02936, cui corrisponde per il periodo
dell'uninodale il valore

e =214y,
La sessa binodale corrisponde al valore n = .0528, che annulla
la [15];
consegue

T:=119".

2

La terza radice della [15], nell’ordine, si ha per n = .0706, cui
corrisponde

To—=89%%

periodo della sessa trinodale.

Nodi. — E facile provare che l'uninodo cade nel segmento BC.
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Nel nodo dev’essere, naturalmente, C= 0. Con riferimento alla
2% delle [7], dev’essere cioé

Yo(o,) =4 _b__
Jol®,) Wy
Ora, per loscillazione libera uninodale, & 1; = - 0.06471;
py = — 0.29516; in corrispondenza del nodo, dovra essere pertanto

Yol©) 91923
Jo(w,)

Cio si verifica per

w,=3,74355 .
m1=na1V1+ ai
1

2
- {22]
2ma,

Ricordando i valori di @; e a; e posto T = 214® (periodo dell'uni-
nodale), consegue

Ma

da cui

x=—25,99 ,

ascissa dell'uninodo con riferimento al sistema. di assi cartesiani con
origine in B (fig. 1).

=3

15

hn?

Fig. 2

L’ascissa dell'uninodo in unita delle v (x) — vedi tabella — sara

allora, tenendo conto del valore di a//,
v (x,)=56,96 hm* .
L'uninodo dista quindi dall’estremo-origine m 894.

Affinché un binodo sia nel tratto AB, dovra essere Jo(»,”)= 0.
Poiché

e 1/_x
(‘)1—"“1]/1 =

a

i






