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ULTERIORE STUDIO SULLE SESSE 
DEL LAGO DI BOLSENA 

D. Di FILIPPO 

Richiami teorici. — Chrystal, per lo sviluppo della sua teoria 
sulle oscillazioni libere, considera il lago come un canale finito di 
sezione variabile con la profondità, ma non in maniera brusca. Egli 
pone l'asse x sulla superficie del lago, lungo la linea di massima pro­
fondità e l'origine ad una estremità del lago stesso, l'asse y orizzontale 
e l'asse z verticale, ed inoltre indica con S(x) l'area di una generica 
sezione normale all'asse x, e con b(x) la corrispondente ampiezza alla 
superficie libera. Considera infine trascurabili, dopo un tempo t, gli 
spostamenti di una particella, soggetta ad una certa azione, lungo 
l'asse y e chiama con £ e £ rispettivamente gli spostamenti orizzon­
tali secondo l'asse x e quelli verticali secondo z. 

Scritta l'equazione della continuità e tenuto conto dell'equazione 
fondamentale dell'idrodinamica di Eulero, con la condizione che gli 
spostamenti verticali risultino trascurabili rispetto alla profondità 
del lago, perviene alla seguente equazione del movimento (che porta 
il suo nome): 

dove è il volume del liquido che attraversa S(x) a causa 

dello spostamento orizzontale, e è l'area della super­

ficie del lago compresa tra l'origine e la sezione considerata. Inoltre 

egli considera la funzione e riportati i valori di v(x) 

sulla ascissa e i corrispondenti a (v) sull'ordinata, traccia la « curva 

normale » o curva di Chrystal che rappresenta la sezione del lago 

ridotto. 
Poiché una sessa è una oscillazione stazionaria, la « u » è una 

funzione periodica e si può mettere nella forma 

dove P è una funzione di v. 
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Nel caso che si tratti di un lago di ampiezza « b » costante, di 
sezione rettangolare ma di profondità variabile, tale che S(x) — bh(x), 
supponendo che si abbia a che fare con oscillazioni stazionarie, la [1] 
diviene 

Se poi si conside­
ra il caso particolare 
di un lago parabolico 
completo, simmetrico e 
concavo, e l'origine 
degli assi si sposta al 
centro del lago e si 
indica con h la mas­
sima profondità e con 
a la semilunghezza del 
lago ridotto (fig. 2), 
allora 

e questa, introducendo le funzioni delle stesse, ci dà per « u » l'espres­
sione 

th(l— u°) = u=\AC (r, w) + BS (c, w) { sen. re (t — t) [4] 

nella quale A e B sono costanti arbitrarie e C(c, M;) e S(c, tv) sono 
date dalle 
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Gli spostamenti verticali risultano di conseguenza 

dove sono le derivate delle funzioni delle sesse ri-
epetto a iv. 

Dalla [4] risulta che u = 0 per e dato che sussistono le 
relazioni C(c, — l) = C(c, 1) e S(c, — 1) = — S ( c , 1), debbono essere 
soddisfatte le seguenti condizioni limite 

Tenendo conto della proprietà delle soluzioni di una equazione 
lineare del secondo ordine, in questo caso si può scrivere 

risulta quindi che C(c,l) e S(c, 1) non possono essere nulle contempo­
raneamente e pertanto o 

oppure 

Quando c assume imo dei valori non frazionari 1*2; 2 -3 ; 3*4; ... 
alternativamente le si annullano o si ridu­

cono a funzioni intere razionali di w. 
In queste condizioni è pertanto possibile calcolare i valori delle 

ampiezze degli spostamenti verticali t, che saranno dati dalle relazioni 

rispettivamente per le ampiezze delle sesse dispari e pari. 



ULTERIORE STUDIO SULLE SESSE DEL LAGO DI BOLSENA 409 

I periodi relativi si possono ottenere facilmente dalla 

e ricordando che 

si ha 

con cy = v (v + 1) dove v = 1, 2, A ... 
Applicazione al lago di Bolsena. — In un precedente lavoro so­

no stati determinati gli elementi delle caratteristiche idrodinamiche 
del lago di Bolsena con i metodi di Hidaka e di Defant. Poiché la 
curva di Chrystal è molto prossima ad una parabola (vedi fig. 3) e la 

forma del lago assimilabile ad un rettangolo, è stato possibile appli­
care per la prima volta il metodo proposto da Chrystal, nel caso di un 
lago parabolico completo. 

Nella tabella I sono riportati i dati adoperati nel primo lavoro e 
che sono stati rilevati dalla carta del lago di Bolsena dell'Atlante dei 
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laghi italiani di De Agostini, ove sono state tracciate 25 sezioni, di­
stanti luna dall'altra 500 m e normali alla linea alla superficie, assunta 
come asse delle x. 

Se l'origine delle coordinate si pone in superficie in corrispon­
denza del centro della curva normale (fig. 2), la semilunghezza del 
lago ridotto è o = 56,81275 km 2 e se si considerano le v(x) relative ad 
ogni sezione e le corrispondenti a{v), si hanno, applicando la [ 3 ] , 
27 relazioni dalle quali, con il metodo dei minimi quadrati, si per­
viene alla relazione 

da cui risulta per la massima profondità del lago ridotto il valore 
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Nella fig. 3 la parabola trovata è posta in confronto con la « curva 
normale » ed è messa in evidenza la buona approssimazione prevista. 

Periodi. Calcolato il valore di h e noto a, prendendo per l'accele­
razione di gravità il valore g — 0,009803 km/sec 2 , tenendo conto del 
valore di c per la sessa che si considera, dalla relazione 

con c v = v(v + 1) e v = 1, 2, 3 ... è facile determinare i vari periodi. 
Infatti, nell'espressione del periodo, posto i valori detti di a, h, g 

e con C] — 1*2, si ottiene per il periodo della uninodale il valore 

mentre per co = 2-3 il periodo della binodale risulta 

Ponendo invece c a = : 3 - 4 per la trinodale 

e infine per la quadrinodale, con C4 = 4-5, si perviene al valore 

Come si può vedere dallo specchietto seguente, i primi tre valori 
trovati vanno d'accordo, anche se leggermente inferiori, con quelli ot­
tenuti con i due metodi precedentemente applicati e altresì con i va­
lori medi rilevati dalle registrazioni di Palazzo e riportati nel lavoro 
citato. 
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L'ultimo valore ottenuto è molto prossimo al periodo 3m ,8 rilevato 
come media di due valori dalla registrazione di Palazzo a Bolsena, va­
lore che nell'altra nota si dava appunto come probabile periodo della 
quadrinodale. 

Spostamenti verticali e nodi. Gli spostamenti verticali lungo la 
sezione del lago sono stati ottenuti applicando le formule [6] e po­
nendo in esse i valori di c relativi ad ogni sessa. 

Per l'uninodale infatti 

dove per ci = 1 • 2 

e ricordando che si ha in definitiva 

Posto come al solito all'estremo del lago si sono ottenuti, 
per le varie sezioni, i valori delle ampiezze riportati nella tabella II. 
L'uninodo cade nel centro del lago ridotto in corrispondenza di una 
distanza di 6,634 km da Marta. 

Per la binodale gli spostamenti verticali sono dati dalla relazione 

dove per C2 = 2-3 si ha dalla seconda delle [6] 

derivando e sostituendo nella espressione di risulta 

I binodi si hanno se e precisamente per da cui 
risultano sempre contati a partire 
da Marta. 
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Se si sostituisce C3 = 3-4 nella prima delle [6 ] , si ha 

e quindi, per la trinodale, l'andamento degli spostamenti verticali ri­
sulta dalla 

I tre punti nodali si avranno al solito risolvendo la 

I due trinodi estremi risultano così distanti da Marta rispettiva-
mentre mentre quello centrale coin­
cide con quello della uninodale. 
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Per la quadrinodale, dalla seconda delle [6] si ottiene l'andamento 
delle ampiezze verticali, considerando allora 

perciò 

I nodi si hanno risolvendo la biquadratica fra parentesi e risul­
tano così ubicati: 

dall'estremo sud del lago. 
Nella fig. 4 sono rappresentati gli andamenti delle prime quattro 

sesse del lago di Bolsena e risulta evidente che verso l'estremità del 

lago si accorcia la loro lunghezza d'onda. Inoltre può essere notato 
che le ampiezze verticali delle sesse sono maggiori all'estremità che 
non al centro del lago o in vicinanza di esso. A parità di ampiezza agli 
estremi, nella parte centrale del lago ha ampiezza minore la sessa di 
lunghezza d'onda maggiore. 
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La particolarità della forma di questo lago spiega in parte la fre­
quenza e l'ampiezza rilevante delle sesse, tanto da essere osservate 
anche ad occhio; sicché, diventa sempre più interessante eseguire una 
nuova serie di registrazioni, con vari limnografi opportunamente di­
stribuiti intorno al lago. 

Roma —• Istituto Nazionale di Geofisica •—• Maggio 1953 

RIASSUNTO 

Si applica per la prima volta, dato l'andamento della curva nor­
male del lago di Bolsena, il metodo proposto da Chrystal per la deter­
minazione degli elementi delle caratteristiche idrodinamiche di un lago 
fMirabolico completo. Si determinano gli andamenti degli spostamenti 
verticali, i nodi e i periodi delle prime quattro sesse. 

I risultati concordano con quelli ottenuti, in un precedente lavoro, 
con i metodi di Hidaka e di Defant e con i dati rilevati dalle registra­
zioni ottenute da Palazzo. 

SUMMARY 

For the first time, given the behavior of the normal curve of 
the Lake of Bolsena, the method proposed by Crystal for the deter­
mination of the characteristic hydrodynamic elements of a complete 
parabolic lake has been applied. The behavior of the vertical displace­
ments, the nodes and the periods of the first four seiches have been 
determined with this method. 

The results agree with those obtained in a preceding work 
employing the methods of Hidaka and Defant, and with the data 
evaluated from the registrations obtained by Palazzo. 
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