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1. Introduzione. — In lina nota precedente è stato esposto un nuo-
vo metodo per la misura assoluta della gravità : il rotogravimetro. Esso 
consiste nell'analizzare otticamente la superfìcie di rotazione generata 
rotando un recipiente, contenente un liquido, con un asse di rotazione 
verticale. Se il liquido è perfetto, la superficie è un paraboloide di rota-
zione, se invece esiste una tensione superficiale, si deve calcolare la 
nuova forma della superficie. Detto (x, y) il piano di una sezione meri-
diana di detta superficie comprendente l'asse di rotazione y, la curva 
y — y(x), sezione della superficie di rotazione anzidetta, giace intera-
mente sul piano (x, y). In prima approssimazione, cioè non tenendo 
conto della tensione superficiale del liquido, questa curva è definita, 
com'è noto, da 

^ = [0] 
dx g 

Se ora si vuol tener conto anche della tensione superficiale del 
liquido, poiché la superficie del liquido rotante è una superficie di 
rotazione, basterà tener conto della « prima curvatura » il cui raggio 
p giace sul piano (x, y), perché la seconda curvatura, introducendo il 
terzo asse, perpendicolare ad (x,y), è esclusa dal fatto che l'azimut 
non dà alcun contributo alla forma della sezione mediana della super-
ficie di rotazione. 

Perciò, al posto della [0] metteremo 

dy „ _ dx 
= 2 Gx-\ 

dx [1] 

con 

2 G— — [2] 
8 

Inoltre A è una costante che dipende dalla natura del l iquido; e 
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• d°~y i 
ij termine — — / 

d xi dx, 

1/2 1 = — è 1 inverso del raggio di curvatura 
P 

della sezione meridiana in un punto di coordinate x, y. 
Poniamo 

dx 

dry _ dZ(x) 

d x" d x 

[3] 

ed integriamo [1] rispetto ad x tra x = 0 ed x 

•v d 

y-y„ = Gxs-\-A I I 
1 

cioè 

con 

Z 1 1 + / 2 

v—v„ = Gx- + A (are Sh Z—C.) [4 ] 

C — are Sii Z„ ; [5] 

dy 
dove si sono posti con Vn5 Z„ i valori di y e di —— per .v r= 0. 

d z 
La [4] mostra che la superficie di rotazione lia per sezione la 

curva di 1° approssimazione [0 ] , col termine correttivo Alare Sii Z—C). 
Da [1] e [3] risulta ovvio che per Z vale l'equazione differenziale 

Z—2Gx = A 

dZ 

dx 

l+ZJ 

Posto 

t = — ; B = 2 GA ; Z=Sh0(t) 
A 

[6] 

[7] 

la [6] , indicando con apici le derivate rispetto a t, può scriversi 

Sh 0 — B 1=0' (f) 

(*) Con Sh si indica il seno iperbolico. 
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per cui la curva ricercata è definita da 

j Y—yo + AC = Gx* + A0(t) 

j 0'(t)=Sh0(t)—Bt 

§ 2 . Integrazione eli [ 8 ] . 

Per integrare la [8] , poniamo 

0 (t) = logf(t) [9] 

così che [8] diviene, per definizione di Sii 0 , 

f 1 
2 —— —t 2 B t 

f .1 

ossia, moltiplicando per 4 /2 ed ordinando, 

8 J f — 4 / 3 + 4 / + 8 B t / 2 = 0 [10] 

L'artificio di moltiplicare per 4 /- serve a far sì che si possa sepa-
rare il binomio 4/3-4/, il quale può rappresentarsi con una delle for-
me canoniche di funzioni ellittiche di Weierstrass, cioè, com'è noto, 

4,f—4y=^(±t — — 4 ; o) (a=c< st) [11] 

11 doppio segno dell'argomento della $ deriva dal fatto che questa 
è una funzione pari, e pertanto nulla cambia della definizione [11] 
se al posto di + t mettiamo l'argomento 

T = | < l [ ' 2 Ì 
e scriveremo 

4/3-4/=^(t—t„;-4;o) ; tO=cost. [13] 

indicando con l'apice la derivata rispetto a T . 
Ora, com'è noto, la posizione [13] è equivalente alla posizione* 

(T—To ; —4 ; o) [14] 

[14'] 

(* ) Cf. WHITTAKER-WATSON, Modem Analysis, 1950, n. 20, 221. 
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Ciò vale a dire che T — T„ è definita coi valori di $ compatibili con 
l'equazione differenziale [10], perciò, sostituendo con [13] e [14] ri-
spettivamente /' e le / in [10] abbiamo (tralasciando per brevità gli 
argomenti) 

8 * V 4 ^ - 4 ^ - ^ + 8 5 x ^ = 0 [15] 

ossia 

64 r (4 tf3 — 4 ? ) = ( / 2 - 8 B t <?)s = (4 *>3 - 4 ? - 8 B r *>2)2 

cioè, riducendo 
i 6 u > 3 - * > ) = ( r - 2 / ? T * > - i ) 2 

Svolgendo il quadrato ed ordinando, avremo la quartica a coeffi-
cienti antisimmetrici 

(16 + 4 B i r ) t f 3 — (2 — 4 B s - r ) r + (16 + 4BT)«> + 1 = 0 [16] 

Dividendo [16] per <£>-, essa può scriversi 

1 \2 ./ 1 

1? 
| ( 1 6 + 4 B T ) + 4 B 2 T 2 = 0 

1 = 8 + 2 B T ± 4 J/4 + 2tf-r [17] 

Se ora, nel nostro problema, si sceglie per origine degli assi il 
punto in cui la curva è tangente alla .r, e da qui si alza l'asse della 
y, si vede che per T = 0 dev'essere y = 0, quindi $ = 0, quindi 

f(o) = 1, e pertanto »?„ = 0. Perciò occorre scegliere in [17] la 
radice 

^ — = 8 + 2 « T — 4 ] '4 + 2 B T [18] 

che, appunto, si annulla per T = 0. Posto 

5» = 4 + 2 B t [19] 

la [18] si scriverà 

V — = 4 + — 4 = (2 — £)2 = 2 Ir [20] 
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1 '. = 2 5 ; g = y 4 + 2B-V [21] 

Quindi [181 diviene 

v?2 — 2<Qhs — 1 = 0 [22] 

da cui 

? = / r ± | / F + T ; = — [ 2 - ) / 4 + 2 B t ] s [23] 

Perché venga £>„ = 1, così da soddisfare la condizione /„ = 0, biso-
gna in [23] scegliere la soluzione col segno -j-, quindi 

^ = li- +1/ /i' + l = e.tp are S/i /r [24] 

Dunque, essendo 

1 
[14'] 

J YW 

e dovendosi prendere per <j> i valori compatibili con l'equazione dif-
ferenziale [8] , ossia i valori [24] , ed essendo in particolare 

arcSh — ( 2 — 5 O I 2 are. Sh ~ ( 2 — 2 ) = [ 2 5 ] 

9 „ = e = e z = 1 

si può usare la trasformazione di [14'] in integrale ellittico di l a specie* 

F — • s (T — t„) = F (0 ; [A) [26] 

dove e ( > e „ > e 3 sono le radici alla Weierstrass di 4 # 3 — 4 ^ = 0 cioè 

= + 1 ; p2 = 0 ; e3 = — 1 [27] 

L'argomento 0 è dato da 

0= are sin I ^ ^ = are sin I — [ 2 8 ] 

I ¥ — "3 ! f + 1 

e il modulo JÌ. da 

[29] Ci — c s 1/T 

(* ) Cf. SANSONE. Ftinz. di ì'ariabile Complessa, II , 445. 
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Perciò (* ) 

/ = < > ( t — t „ ; — 4 ; 0) = e3 + 
n* (y e, — e., (t — r„) ; 

[ 3 0 ] 

dove su è il seno-amplitudine. Ponendo in [30] ì valori [26] - [29] 
si ha : 

/ = - ! + 
sn~ F \ are.sin 

y y I 

l + e arcSh h-

1 

K I T 
[31 

ricordando [9] 

/ = - ! + -

F arce in : 
V ì+w+yw+i V 2 

1 

FT 
[32] 

Per [21] si ha h = 0 per £ = 2, cioè, per [19] , per - = 0. 
Per tale valore si ha 

2 

sra2 F 
2 • f i r n 

- l + 2 = + l = <». 

come dovevasi aspettare. Per ogni altro t > 0, la funzione sre2è minore 
di 1, quindi si ha 

y > i [33] 

3. -— Determinazione di G. 

Abbiamo dunque trovato che, con y0 = 0, la sezione della super-
ficie di rotazione generata rotando il liquido ( v. § 1) è data dalla curva 

y=Gx*+Alg 2 ras2 0; 
1 

f f 
1 [34] 

(.*) Cfr. il formulario per le funzioni ellittiche in JAHNKE EMME, Fimktionen-
tafeln, ed. Dover, 1945, p. 100. Può stabilirsi un collegamento tra la funzione / e le 
funzioni lemniscate; cf. WHITTAKER e WATSON, op. cit., p. 524. Una tabulazione della 
funzione sn è quella a 5 decimali di L. M. MILNE-TIIOMSON, Jacobian Elliptic Fun-
ctions Tables. ed. Dover 1950. Per l'integrale ellittico F I 8 ; [i ) si veda la tabula-
zione della classica opera di JAHNKE-EMDE, Funktionentafeln, p. 62 ss., che dà pure 
la bibliografia per tabulazioni più precise (p. 83). 
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con ns (0) = e con 

fi = F / are, sin ^ ^ ; -7==) [35] 
\ V l + h"+ }/h4 + l V 2 / 

h- = — ( 2 — 1 / 4 — 2 G I 1*1 ) s [36] 
2 

perché t = G |a| 

Immaginiamo ora di eseguire due misure, di due punti [ y i * i ] , 

[>'2 *->] della curva [34] , Si può allora eliminare senz'altro il parame-

tro A perché si ha ( tralasciando il modulo 

yl— Gxtl lfz(2nssQt — 1) 

l / T 

= L(G) [37] 
y2 — Gxs„ / g ( 2 n s s 0 3 — 1 ) 

dove 0, e 0 : sono i valori ricavati da [35] in cui si mettono rispetti-
vamente i valori X\ ed | x2 I . 

La [37] risolve formalmente il problema della misura di G, essen-
do un'equazione (trascendente) con la sola incognita G. 

Ora si osservi che se per le ascisse x1 ed xn si prendono due valori 
noli e fissi (clic siano anche convenienti dal punto di vista sperimen-
tale), allora il secondo membro di [37] diviene una funzione della 
sola G, cioè 

r, — Gx-, 1 = L ( G ) [38] 
y., — Gx*s 

Perciò, eseguita la misura dei due punti [.*i } ' i ] [ i . y : ] , e sup-
posta tabulata la funzione L (G1 per i due valori-base .x'i ed x-2, la mi-
sura di G si ha per quel valore di G che soddisfa la [38] . 

Roma — Istituto Nazionale di Geofisica — Ottobre 1954 

RIASSUNTO 

In un precedente lavoro è stato esposto un nuovo metodo per la 
determinazione del valore assoluto della gravità: esso consiste nel de-
terminare la distanza focale di un paraboloide di rivoluzione, ottenuto 
facendo ruotare un liquido intorno ad un asse verticale, e misurando 
la velocità (ingoiare del sistema ruotante. 
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La tensione superficiale del liquido è una causa di errore nella 
misura. Introducendo l'espressione di tale perturbazione nella equazio-
ne del paraboloide, si ha una equazione differenziale, che viene risolta 
nel presente lavoro. La soluzioni' esatta permette anche dal punto di 
vista sperimentale la completa soluzione del problema generale. 

SVMM ARY 

In a precedilig ivork, a netc metliod icas discussed jor the deter-
mination oj the absolute vaine of the Constant oj gravity: the melliod 
consists in measuring the jocal distance of a parabaloid of revolution, 
obtained by rotating a liquid around a vertical axis, and measuring the 
angular velocity of the rotating system. 

The surface tension of the liquid is a cause of error in the measu-
rement. Introducing the expression for this perturbation info the equa-
tion for the parabaloid gives a differential equation uhicli is solved 
in the present icork. The exact solution alloivs, front the experimental 
point of viete, a complete solution of the general probleni. 




