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Riassunto

Vengono presentati tre programmi relativi
a tre diversi metodi di soluzione dei mi-
nimi quadrati non lineari:

1 - Metodo della linearizzazione;

2 - Metodo del gradiente negativo;

3 - Metodo dell’‘algoritmo di Marquardt.



1. Introduzione

Si consideri una funzjone del tipo:
viisaPEx (), .0, 2m) ;pel) s pll)a (15:17)

dove y’' e' la variabile dipendente, x(1l),...,%x(m) sono va-
riabili indipendenti e p(l),...p(l) sono parametri.
La (1.1) sia non lineare rispetto al set dei parametri.
Si considerino, inoltre, n punti sperimentali ¥i rela-

tivi ai corrispondenti valori delle variabili indipendenti
della funzione (1.1).

CYi;X(1)i,...,X(m)ild : i=l,...,n (1.2)

Un problema tipico e' quello di stimare il valore dei
parametri in modo tale da trovare il miglior accordo possi-
bile tra la funzione ipotizzata e il set di punti sperimen-
tali.

In altri termiﬁi trovare dei valori per i ﬁarametri
p(l),...,p(1) che permettano di minimizzare la funzione de-
finita come la sommatoria degli scarti quadratici.

; n 2
0 = 3 (Y1 =/y'1) (1.3Y
Y :

dove y’i e' il valore di y' calcolato attraverso la (1.1)
in relazione all’i-esimo punto sperimentale.

La (1.3) e' una funzione definita nello spazio l-dimen-
sionale dei parametri.

Se indichiamo con Y e y i vettori colonna:

Y1l : A ekl §

¥Yn vy'n

la (1.3) si puo; scrivere in forma matriciale:

T 9
= (Y -y) (Y -y) = (Y - y) 154



E' noto che se la F e' una funzione lineare nei parame-
tri allora la 6@ assume la forma di un ellissoide perfet-
to. Nel caso, invece, della non linearita‘' il contorno del-
la funzione risulta tanto piu' distorto quanto piu' e' al-
to il grado di non linearita‘.

Anche in questo caso, comunque, la funzione 6 appros-
sima la forma di un ellissoide nelle immediate vicinanze
del punto di minimo.

Nella maggior parte deil casi la forma della superfi-
ciedi 6 e'  fortemente compressa in una direzione e al-
lungata in un’altra; in 1letteratura viene usato il termine
" banana shaped contours".
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- Esempi di curve di livello della funzione ® in uno spa-
zio dei parametri bidimensionale.

Il problema da affrontare e' quello di trovare il punto
di minimo della 6 partendo da un generico punto nello
spazio dei parametri.

Vengono presentati a tale proposito tre metodi:
1) metodo della linearizzazione;
2) metodo del gradiente negativo;
3) metodo dell’algoritmo di Marquardt.

2. Metodo della linearizzazione o di Taylor

Questo metodo e' senza dubbio quello piu' usato. Esso
e' basato sull‘espansione della FLx(1l),...,x(m); p(l) o
..p(1)] in serie di Taylor, riferita ai parametri, troncata
ai termini di primo grado. Si ha (2.1):



Wl oy :
Y O=PERCE)G. o3 X(m)p(Ll)Qr. s POL)IONED (= wm=es ) dp(3)
T 173 . 0'pey)

= y'0+ dy’ p(l)o,..,p(l)o

dove p(l)o,...,p(l)o e' 1l’insieme dei valori dei parametri
che rappresentano il punto ( nello spazio dei parametri )
dove l’‘espansione viene realizzata. La (2.1) e' l’appros-
simazione lineare della (1l.1).

Il simbolo grafico ¢ > viene usato per distinguere le
stime provenienti dall’utilizzazione del modello lineariz-
zato.

In forma matriciale si ha:

y'L> ; y'ol

(y> = . : yo =
(y:n> y’'on

In questo caso si ha:

n 2 , 2
¢=Q=>rm3 (YL =Ky lld)) = (Y- Kyd) (2.2)
Lis 4 -

Tramite il metodo di Taylor ci si riconduce in pratica
alla metodologia ‘dei minimi quadrati lineari imponendo:

0< 6>
__________ = 0 per ogni j = 1,...,1 (2.3)
o p(3)
Valgano le seguenti definizioni (2.4) :
(n,1) 0oy'i
R S eemeaameme— i = lyonorn
1i+3 0 p(3) v [P, S WA/

p(l)o,...,pll)o



(1) n 0
B =23 (Yi - y'oi)k-—-——--—- = R * (Y - yo)
J g} o pti)
5 b l’-on',l
(vettore colonna) p(l)o,....,p(l)o
Glcl)y: n 0 vi1 o y'i T
A 2 Y (rmem———— b ) = R % R
ek Lede -7 -p() o p(k) j=1,...,1
k = 1’.-.’1_
p(l)o,...,p(l)o
dove:
Y’i = = l'oc'-’n

FCX(1)i,...,X(m)i;p(l),...,p(1)] i

Utilizzando le definizioni (2.4), la (2.2) si puo' scri-
vere: - :

I
¢ 0 )>=(Y -yo~-R*dp) * (Y - yo =Rik.dp) (2.5)

La condizione (2.3) si puo' esprimere ricordando che
dp = po - p: ’

o< 6> W R T T
________ = R4 (Y-yo-Rxpo+R#p) +‘E(Y—yo—R*po+R*p)*R] (2.6)
o p(3)
j=1'oo¢’l
Si ha:
a<8> T '
________ =2*R* (Y -yo-R#*dp) =0 (2.7)
o p(])
j=1’oo.'l

La (2.7) e' risolvibile rispetto a dp. Si ha:






