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INTRODUZIONE

11 segnale registrato in occasione di un terremoto é il risultato dell’ interazione tra la pertur-
bazione generata dalla sorgente sismica, e I'effetto della propagazione attraverso la terra delle
onde sismiche dall’ipocentro alla stazione di registrazione.

I problemi connessi con la propagazione delle onde sismiche giocano un ruolo molto impor-
tante in sismologia. Infatti la presenza di discontinuita strutturali nella crosta e nel mantello
superiore, accompagnate da complicate forme geometriche e proprieta fisiche, fa si che le ete-
rogeneita tridimensionali rendano estremamente complessa ’interpretazione delle forme d’onda
associate al movimento del terreno durante un forte terremoto. Uno dei piti importanti mezzi di
indagine per comprendere quale sara la forma dell’onda osservata in un certo punto della super-
ficie terrestre, é quello di tentare di ottenere con procedure numeriche il campo della radiazione
sismica emessa da una sorgente nota. Una delle tecniche comunemente utilizzate é quella del-
I’approssimazione asintotica delle alte frequenze (teoria dei raggi) che permette I'introduzione
del concetto di raggio sismico. Tale tecnica é giustificata dal fatto che la componente di alta
frequenza della radiazione sismica si propaga lungo traiettorie particolari chiamate raggi. La
possibilita di riprodurre la radiazione sismica emessa durante un terremoto dipende principal-
mente da come é stato rappresentato sia geometricamente che fisicamente il mezzo nel quale le
onde si propagano, oltre che dalla rappresentazione spazio temporale della sorgente sismica. Si
pensi ad esempio che, in un caso puramente ideale, se il mezzo fosse perfettamente omogeneo, i
raggi sismici sarebbero dei segmenti di retta che collegherebbero 1'ipocentro con la stazione di
registrazione. Nel caso reale questi raggi sono delle curve nello spazio la cui forma dipende dalle
caratteristiche geomorfologiche e fisiche del mezzo che attraversano le onde. Il recente terremoto
di Citta del Messico rappresenta un tipico esempio di interazione tra onde sismiche e geomorfo-
logia della regione nel quale queste vengono osservate. La struttura geologica di una parte della
citta ha infatti provocato una forte amplificazione delle onde di una opportuna frequenza ed
ha focalizzato i raggi sismici in determinati punti, proprio come puo6 accadere a dei raggi lumi-
nosi che attraversano una lente ottica. Cio evidenzia il fatto che spesso é inappropriato tentare
di riprodurre il campo della radiazione sismica emessa da una sorgente nota, ipotizzando per
il mezzo attraversato dalle onde una struttura a “strati piani e paralleli”. Diventa necessario
pertanto rappresentare il mezzo mediante differenti regioni, mutuamente separate da interfacce
curve, le cui eterogeneita seguono andamenti noti. Lo scopo di questo lavoro é quello di tentare
di simulare la radiazione emessa da sorgenti note e che attraversa un mezzo con eterogeneita
tridimensionali e forme geometriche complesse.



L’EQUAZIONE D’ONDA IN SISMOLOGIA

Come tutti i tipi di onde anche la radiazione sismica emessa da una determinata sorgente
viene generalmente descritta mediante equazioni differenziali del secondo ordine alle derivate
parziali. L’equazione d’onda in sismologia non é perd un concetto univocamente determinato in
quanto si é costretti a lavorare con sue espressioni approssimate. Le ipotesi fondamentali per
questo tipo di approccio sono lisotropia ed il comportamento elastico del mezzo. L’equazione
del moto in un mezzo elastico ed isotropo é:

pii = fi + Tij,;j (1)
dove
p = densita del mezzo
7ij = tensore degli sforzi
fi = risultante delle forze di volume
u; = componenti del vettore spostamento
z; = coordinate spaziali del punto di osservazione

Si ricorda che il puntino posto sopra ad una funzione esprime la sua derivata rispetto al
tempo; mentre ’espressione u; ;j indica la derivata spaziale calcolata rispetto alla variabile z;
della componente u;

6u,-

Ui ; = aT
J

L’ipotesi di un mezzo elastico comporta la validita della legge di Hooke

Tij = Cijrl€xl

dove c¢;j € il tensore dei parametri elastici, ed e, é il tensore di deformazione, dati rispettiva-
mente da

Cijul = Abijbu1 + p(6inbjt + 6:16jx)

1
€xl = 5(“&,1 + ul,x)

In generale , se si considera il mezzo eterogeneo cioé sia i parametri elastici A e u che la densita
p siano funzioni delle coordinate spaziali, I’equazione del moto pud essere scritta utilizzando gli

operatori differenziali
pi=(A+p)V(V-u)+ uViu+ VA(V-u)+
+Vux (VX u)+2(Vp-V)u+f (2)

Questa equazione non é risolvibile analiticamente; si usano pertanto espressioni approssimate
a seconda delle necessita associate all’analisi. Ad esempio, una prima approssimazione pud essere



quella di supporre il mezzo omogeneo (A, e p costanti), I’equazione divieﬁe
pi = (A+p)V(V-u)+uViu @A)

Questa approssimazione viene solitamente effettuata quando si vuole studiare il contributo
della sorgente sismica sulla radiazione emessa; in questo caso si é costretti a semplificare il
contributo degli effetti dovuti alla propagazione proprio per evidenziare quello della sorgente.
Questa equazione ¢ risolvibile analiticamente, ad esempio con il metodo classico di Green per
un mezzo infinito (Aki e Richards, 1980; cap.l e II), od analogamente utilizzando i potenziali di
Helmbholtz (¢, ), (De Hoop, 1958; Aki e Richards, 1980; p. 68). In quest’ultimo caso I’equazione
(3) é riconducibile a due equazioni d’onda di D’Alambert, distinte per le onde P e per quelle S
per ciascuno dei due potenziali ¢ e 9, la cui soluzione é nota dalla teoria classica. Al contrario
se si vogliono studiare gli effetti della propagazione sulle onde sismiche é necessario semplificare
il contributo della sorgente ed esprimere le velocita di propagazione delle onde come funzioni
delle coordinate spaziali: in questo caso si suppone che la sorgente sia puntiforme ed abbia un
andamento temporale analiticamente noto.

Nel caso pili generale del mezzo eterogeneo la soluzione di prova non stazionaria dell’equa-
zione del moto generalizzata (2) puo essere scritta come

u(x,t) = U(t — T(x))f(z)

dove T'(x) é la funzione che rappresenta il tempo di viaggio del fronte d’onda della radiazione
al punto x (travel time), e f(x) é un fattore di ampiezza. Sostituendo questa nella (2) e dopo
alcuni laboriosi passaggi analitici si ottiene la seguente equazione

oT-.0T:\ :
(Péik - Cijkléx_laTj) iy f = Ex(u)

dove Ei(u) contiene i termini dell’ordine di u e delle sue derivate 1, le costanti elastiche ed il
fattore di ampiezza f(x) ed i loro gradienti. A questo punto si fa l'ipotesi che Ex(u) sia piu
piccolo di i, vale a dire che le accelerazioni i, varino piu rapidamente delle velocita iy, degli
spostamenti ux e dei termini che contengono le costanti del mezzo; ’equazione pud essere scritta
come

- oT oT\ . .
(,05ik - Cijkl'é‘;—”'?‘x—j) irf =0

Questa equazione comporta che (Aki e Richards, 1980; p.90) sia valida la seguente:

2
P P
VI« NT = v G vy T O 4
( f\+2#>( u) )

L’approssimazione fatta pud essere vista in altra maniera, analizzando le soluzioni dell’equazione
d’onda nel dominio delle frequenze anziché in quello del tempo; in questo modo si puo evidenziare
il suo reale significato fisico. E’ cioé possibile ottenere la (4) in modo analogo eseguendo il limite
di w — oo (approssimazione delle alte frequenze) dalla soluzione della equazione (2) (Cerveny
et al., 1977; Cerveny e Psencik, 1983a e 1983b). Definendo ora con « la velocita delle onde P,
e con 3 quella delle onde S:
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si pud riscrivere ’equazione (4) nella seguente forma
1
(VT) = 7 conc=a,p (5)

Questa equazione viene chiamata equazione dell’iconale.

Abbiamo concluso pertanto che il tempo di viaggio delle onde soddisfa 1’equazione dell’ico-
nale; come vedremo in seguito questo comportera alcune proprieta fondamentali del campo
d’onde che si propaga nello spazio, e suggerira I’utilizzo di formalismi piu compatti che offrono
il vantaggio di mostrare intuitivamente il significato fisico dei risultati ottenuti.

L’EQUAZIONE DEL RAGGIO SISMICO

Si vuole ricavare una equazione che permetta il tracciamento del percorso dell’onda sismica
nel mezzo caratterizzato da un determinato campo di velocita. E bene osservare subito che il
campo di velocita é un dato di ingresso nella procedura analitica e numerica utilizzata per il
tracciamento del raggio sismico. Come abbiamo visto, nel paragrafo precedente 7'(x) é il tempo
di viaggio dell’onda; definiamo ora come S(x,t) ’equazione del fronte d’onda associato alla
radiazione sismica emessa da un’opportuna sorgente (inteso come il luogo dei punti associati ad
uno stesso valore del tempo di viaggio). Ne consegue che il raggio sismico sara sempre normale
a tale superficie. Definiamo ora come x = x(§) ’equazione parametrica del raggio dove la
variabile £ & un parametro che varia monotonicamente lungo il raggio. Siccome il raggio x(&) &
perpendicolare al fronte d’onda S(x,t), segue che esso sara parallelo al gradiente del tempo di
viaggio VT'(x). Quindi segue che la derivata prima dell’equazione parametrica del raggio puo

essere scritta come
dx

% = 9CIVT (6)
dove g(x) ¢ una funzione scalare del punto che dipende dalla particolare scelta di £; si ricordi
che il gradiente di 7'(x) & parallelo alla tangente al raggio. Vediamo adesso qual’¢ il significato
fisico del parametro £. -Deriviamo il tempo di viaggio T'(x(£)) rispetto a £: dalla definizione di
derivata direzionale (Smirnov, 1977; vol.Il, p.379) si ha

dT dx

% = VT = VT9)vT

e se si tiene conto dell’equazione dell’iconale (5) si ha che

dT_z %
df—c(VT) — B

Ora se si sceglie g(x) = ¢?

Vale a dire che df = dT'; dimostriamo cosi che il parametro £ pud essere rivisto come il tempo
di viaggio dell’onda. Allora, riprendendo la (6), si pud scrivere

dx

ax 9
dT—cVT



Dall’equazione dell’iconale si ha che (¢VT = t, dove t & il versore tangente al raggio e normale
al fronte d’onda S); pertanto abbiamo
dx =

ar==

Se adesso si definisce con s la lunghezza di arco associata ad un determinato raggio, si ha
che ds = cdT (con d€ = dT); si pud scrivere che

3—’5‘ =cVE=1 (7
Vale a dire che la derivata del raggio vettore x rispetto alla lunghezza d’arco s & di modulo
unitario. Questo risultato & in qualche modo banale, poiché dalla geometria differenziale si ha
che tale derivata rappresenta la definizione dei coseni direttori di una curva. Il passo successivo
per determinare 1’equazione del raggio ¢ quello di eliminare 7' dall’equazione parametrica, in
modo che I'unico parametro divenga la lunghezza d’arco s e ’equazione diventi x = x(s),
dipendendo questa dal campo di velocita ¢(x). Deriviamo la (7) rispetto al parametro s

d [(1dx d
T (za) R

Ora esaminiamo il termine a destra; tenendo conto di alcune relazioni provenienti dalla geometria

differenziale si puo scrivere

d dx
E(VT) = E;V(VT)

Tenendo conto della (7) si ha:
%(VT) =¢(VT-V)VT

Dalle proprieta degli operatori di differenziazione si puo scrivere
d 1 1
el v 1y pl R, o B (O
ds(V ) 2° (cz)

ed eseguendo alcuni passaggi analitici si arriva finalmente all’equazione del raggio sismico (Aki
e Richards, 1980; p.90)

A0

Si deve notare che questo risultato ha un significato puramente cinematico, in quanto ’e-
quazione differenziale del primo ordine trovata permette di tracciare la traiettoria seguita dalla
perturbazione sismica durante la sua propagazione. Essa non possiede alcun significato dinamico,
cioé considerazioni circa la propagazione delle ampiezze dell’onda sismica o tantomeno delle
variazioni di fase di questa una volta fissato un determinato campo di velocita. Un esempio
di applicazione di questa equazione pud essere il caso del mezzo omogeneo (¢ = costante). Si

ottiene allora che
d*x

ds?

Questo implica che il raggio sia un segmento di retta

=0

x=as+b



Altri esempi, come un mezzo con variazione verticale di velocita, possono essere studiati su
Aki e Richards (1980, cap.1V, pp.92-94).

IL SISTEMA DI COORDINATE CURVILINE DEL RAGGIO

In generale, Iutilizzo di un sistema di coordinate cartesiano non & conveniente se si vuole
studiare il problema del tracciamento della traiettoria (una curva) seguita da un’onda sismica in
un campo di velocita variabile nello spazio. Se poi si tiene conto delle ulteriori complicazioni che
si avranno, introducendo una descrizione dinamica del tracciamento (dynamic ray tracing), si
concorderi che il passaggio ad un sistema di coordinate pil idoneo & necessario. Consideriamo,
per prima cosa, il problema bidimensionale; in questo caso la traiettoria & descritta, in un sistema
cartesiano (Fig.1), dal raggio vettore x.

Fig. 1 Rappresentazione geometrica del raggio sismico in un caso bidimensionale. La lunghezza d’arco OP

é indicata dall’ascissa curvilinea s. t ed N sono rispettivamente il versore tangente e quello normale
(base del riferimento locale). x é il raggio vettore che individua il punto P nel riferimento cartesiano.

Le componenti del raggio vettore saranno descritte da opportune equazioni parametriche
come funzioni della lunghezza d’arco s (OP). 1l sistema di coordinate cartesiane pud essere
visto come un sistema globale del percorso del raggio. E’ perd conveniente introdurre un siste-
ma locale, con origine sulla curva, la cui orientazione dipenda dalla posizione del punto su di
essa. Nel caso tridimensionale, questo sistema & noto dalla geometria come triedro mobile di
Frenet, e la sua applicazione al caso bidimensionale & banale. Si fissi sul raggio un punto origine,
che fisicamente corrisponde alla posizione della sorgente (supposta puntiforme); qualsiasi punto
della curva & individuato dalla lunghezza d’arco s (Fig.1). Si prenda un punto P sul raggio, il
sistema locale & individuato dalla tangente alla curva in quel punto e dalla normale a questa.
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Fig. 2 Rappresentazione nel tempo della base generica €, e del piano normale al raggio sismico. Questo
piano contiene I’elemento di superficie del fronte d’onda S(x,t) nel punto P. U, rappresenta la
componente di taglio (onda 5) dell’onda sismica.

Dalla geometria differenziale & noto che il versore tangente (t) ad una curva la cui equazione
parametrica & x = x(s) é:

dx $

ds =

mentre il versore normale (f) si ottiene introducendo il raggio di curvatura (C) del raggio
mediante la seguente relazione: -
n= -l—é—t-, an =-Ct
Cds ds
In tre dimensioni, la terza coordinata si ottiene introducendo la torsione (I') del raggio (Smirnov,
1977, vol.II, p.428) mediante il versore binormale (b) definito come:

A

db
ds
Abbiamo individuato, quindi, un sistema di coordinate locale (mobile) associato alla posizione di
un punto sul raggio stesso. Il passaggio dal sistema di coordinate cartesiane, o globale, a quello
curvilineo, o locale, puo essere effettuato mediante il calcolo dello jacobiano della trasformazione
(Cerveny et al.,1977; Popov e Psenéik, 1978; Psenéik, 1979). Chiariamo il significato fisico
di questa trasformazione di coordinate che porta il sistema cartesiano (z;,z,,z3) in quello
curvilineo (s,n,b). Le coordinate n ed b possono essere viste come coordinate curvilinee del
fronte d’onda S(x,t) ad uno specifico istante di tempo; esse sono chiamate parametri del raggio
x = x(s,n,b). Si puo utilizzare come base del piano normale al raggio una base piu generica
(é1,€7), ottenuta da i e b mediante una rotazione attorno alla direzione di t di angolo 6. In
questo caso il nuovo sistema curvilineo generale sara individuato dalla terna (s,e;,e3) (Fig.2).

b=1xn; =Th






